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A	model	of	annular	linear	induction	
pumps	

Yoichi Momozaki 

Part‐I:	Electro‐Magneto‐Dynamic	part	
To model an annular linear induction pump, we assume a pump within which a periodic, 

traveling electrical current wave along the axis of the pump exists (Figure 1 and Figure 2).  This 

is same as to treat the pump as an infinitely long pump.   

 

Figure 1. Schematic of an annular linear induction pump. 

The traveling current wave flowing in the azimuthal direction, ܫ஘ (pink line shown in Figure 3) 

produces a traveling magnetic flux in the core, ߔୡ (blue line in Figure 3) from Ampere’s law.  

Note that the current itself flows in the azimuthal direction, however the wave travels along the 

axial direction.  An associated traveling magnetic field in the pump duct, ୄܤ୰ୟ (green line in 

Figure 3) follows the traveling magnetic flux in the core from Gauss's law for magnetism.  The 

magnetic field in the pump duct is in the radial direction, but the wave is traveling along the 

axial direction.  This traveling magnetic flux in the core, ߔୡ also induces an induction current 

wave around the center core, ܫ஘୧୬ୢ from Faraday’s law of induction.  Resulting Lorentz force 

thrusts the electrically conductive fluid in the pump.  The traveling current wave is the sum of 

an externally applied periodic, traveling current sheet (or wave), ܫ஘ୟ୮ (orange line in Figure 3) 
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generated by distributed coils along the pump (see Figure 4) and the induction current wave in 

the pump, ܫ஘୧୬ୢ.  Although the electrically conductive media in the pump is a fluid, the media in 

the pump is treated as a solid and no fluid dynamic considerations are incorporated in this 

model. 

 

Figure 2. Traveling current wave and magnetic flux in the core. 

When powered by a three phase power supply, each coil in the distributed coils receives 

AC power separated by 60 degrees, thus forming one complete cycle with 6 coils (see Figure 4 

and Figure 5).  The 7th coil is the identical coil as the 1st coil in the next cycle.  Note that it is 

possible to group multiple adjacent coils and connect them to the same phase.  The number of 

coils in a group connected to the same phase in the same pole is  ୮ܰ୮୮୮.  In this case, the 

required number of coils to complete the cycle is the number of coils in a group times six 

൫ൌ 6 ൈ ܰpppp൯.  It should be noted that the induction current is not in phase with either the 

applied current (this is shown later in this report) or the traveling electrical current wave.   
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Figure 3. Schematic of various traveling waves in the pump. 

 

Figure 4. Schematic of distributed coils and their connections to 3 phase power supply. 

Using this method, various parameters per each wavelength (or 2 x poles) of the waves 

may be calculated and by adding the thrust per pole up to the total number of the poles in the 

pump, the total pump pressure head developed by the pump with a finite length may be 

approximated without solving a complex system of temporal‐spatial differential equations. 
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Figure 5. Phase relationship of the coil connection with 3 phase power. 

The present work explains how the magnetic field and the induced current are obtained 

when the distributed coils are powered by a 3 phase power supply.  From the magnetic field 

and the induced current, the thrust and the induction losses in the pump can be calculated to 

estimate the pump performance. 

Defining	traveling	current	waves	
The applied traveling current wave may be expressed as:  

  ,ݐ஘ୟ୮ሺ′ܫ ሻݖ ൌ ݐ஘ୟ୮୮୩exp݅ሺെ߱′ܫ ൅  ,ሻݖ݇ [1] 

where ܫ′ఏ௔௣௣௞ is the peak value of the linear density of the applied traveling current wave, 

߱ ൌ ୢ݂ߨ2 ୰ ൌ
ଶగ

ଶ௟౦౦
݇ ,ୱݒ ൌ

ଶగ

ଶ௟౦౦
, where ݈୮୮ is the pole pitch (݈୮୮ ൌ

௅౦
ே౦౥ౢ౛

 where ܮ୮ is the pump 

length,  ୮ܰ୭୪ୣ is the number of poles), ݒୱ is the synchronous velocity of the current wave.  We 

used exp݅ሺߠሻ ൌ cosߠ ൅ ݅sinߠ where i is the imaginary unit.  Note that the current is flowing in 

the azimuthal direction (ߠ direction) in the coils surrounding the core and the wave is traveling 
along the pump (z direction).   

Knowing that the induced current is periodic, the linear current density, ܫ′஘୧୬ୢሺݐ,  ሻݖ
induced in the working fluid may be assumed as: 

  ,ݐ஘୧୬ୢሺ′ܫ ሻݖ ൌ ݐ஘୧୬ୢ୮୩exp݅ሺെ߱′ܫ ൅ ݖ݇ ൅ ߶ሻ,  [2] 

where ܫ′஘୧୬ୢ୮୩ is the peak value of the induced linear current density and ߶ is the phase 

difference between the applied current and the induced current.  Note that the current is 

flowing in the azimuthal direction (ߠ direction) in the pump annular duct and the wave is 
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traveling along the pump (z direction).  Also note that ܫ′஘୧୬ୢ୮୩ and ߶ are unknown constants 

and are to be determined.  In addition to ܫ′஘୧୬ୢ, there are induction currents in the duct walls 

and other components where the changing magnetic field exists.  These induction currents, 

which do not flow in the working fluid and do not contribute for pumping, may be expressed as: 

  Δܫ′θindሺݐ, ሻݖ ൌ Δܫ′θindpkexp݅ሺെ߱ݐ ൅ ݖ݇ ൅ ߶ሻ,  [3] 

The total traveling current wave in the pump, ܫ′஘୲୭୲ሺݐ,  ሻ is the sum of the inducedݖ

current wave and the applied current wave so that:   

  ,ݐ஘୲୭୲ሺ′ܫ ሻݖ ൌ ,ݐ஘୧୬ୢሺ′ܫ ሻݖ ൅ Δܫ′஘୧୬ୢሺݐ, ሻݖ ൅ ,ݐ஘ୟ୮ሺ′ܫ  ,ሻݖ [4] 

which can be rewritten as: 

  ,ݐ஘୲୭୲ሺ′ܫ ሻݖ ൌ ሺ1ߚ஘ୟ୮୮୩ሾ′ܫ ൅ Δ୵ሻexp݅ሺെ߱ݐ ൅ ݖ݇ ൅ ߶ሻ ൅ exp݅ሺെ߱ݐ ൅  ,ሻሿݖ݇ [5] 

where ߚ ൌ
ூᇱಐ౟౤ౚ౦ౡ
ூᇱಐ౗౦౦ౡ

 and Δ୵ ൌ
Δܫ′θindpk
θindpk′ܫ

, which are unknowns due to ܫ′஘୧୬ୢ୮୩ and Δܫ′஘୧୬ୢ୮୩.  Note 

that using ߚ, the ܫ′஘୧୬ୢ and Δܫ′θind may be expressed in terms of ܫ′஘ୟ୮୮୩ as:  

  ,ݐ஘୧୬ୢሺ′ܫ ሻݖ ൌ ݐexp݅ሺെ߱ߚ஘ୟ୮୮୩′ܫ ൅ ݖ݇ ൅ ߶ሻ,  [6] 

and 

  ,ݐ஘୧୬ୢሺ′ܫ ሻݖ ൅ Δܫ′஘୧୬ୢሺݐ, ሻݖ ൌ ݐୡexp݅ሺെ߱ߚ஘ୟ୮୮୩′ܫ ൅ ݖ݇ ൅ ߶ሻ,  [7] 

where ߚୡ ൌ ሺ1ߚ ൅ Δ୵ሻ.  The total traveling current wave (eq. [5]) can be further calculated as: 

  ,ݐᇱ஘୲୭୲ሺܫ ሻݖ ൌ ߶ୡcosߚᇱ஘ୟ୮୮୩ሾܫ ൅ 1 ൅ ݐୡ݅sin߶ሿexp݅ሺെ߱ߚ ൅  ሻݖ݇

  ൌ ߶ୡcosߚᇱ஘ୟ୮୮୩ඥሺܫ ൅ 1ሻଶ ൅ ሺߚୡsin߶ሻଶexp݅ሺെ߱ݐ ൅ ݖ݇ ൅ ߰ሻ,  [8] 

where: 

  ߰ ൌ arctan ቀ ఉౙୱ୧୬థ

ఉౙୡ୭ୱథାଵ
ቁ,  [9] 

and ܫᇱ஘୲୭୲୮୩ is now defined as: 

  ᇱ஘୲୭୲୮୩ܫ ൌ ߶ୡcosߚᇱ஘ୟ୮୮୩ඥሺܫ ൅ 1ሻଶ ൅ ሺߚୡsin߶ሻଶ,  [10] 

so that: 

  ,ݐᇱ஘୲୭୲ሺܫ ሻݖ ൌ ݐᇱ஘୲୭୲୮୩exp݅ሺെ߱ܫ ൅ ݖ݇ ൅ ߰ሻ.  [11] 
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Relating	the	applied	current	to	the	distributed	coil	system	and	the	applied	
traveling	current	wave		

Note in a real ALIP, the magnetomotive force due to the total applied current per pole, 

ሻߠ஘ୟ୮୲୮୮ is sinሺܫ ൅ sin ቀߠ ൅ ଵ

ଷ
ቁߨ ൅ sin ቀߠ ൅ ଶ

ଷ
ቁߨ 	for	0 ൑ ߠ ൑ ଵ

ଷ
 times the total current flowing ߨ

through the coil that is the peak current, ܫ஘ୟ୮୮୩ times the number of turns,  ୲ܰ୳୰୬ୱ times the 

number of coils per phase per pole,  ୮ܰ୮୮୮ (see Figure 6).  By taking average, ܫ஘ୟ୮୲୮୮ may be 

expressed as: 

  ஘ୟ୮୲୮୮ܫ ൌ ஘ୟ୮୮୩ܫ ׬ ቂsinሺߠሻ ൅ sin ቀߠ ൅ 1
3
ቁߨ ൅ sin ቀߠ ൅ 2

3
ቁቃߨ ߠ݀

భ
య
గ

଴ / ቀ
ଵ

ଷ
 ቁߨ

  ൈ ୲ܰ୳୰୬ୱ ൈ ୮ܰ୮୮୮ 

  ൌ
଺

గ
஘ୟ୮୮୩ܫ ൈ ୲ܰ୳୰୬ୱ ൈ ୮ܰ୮୮୮.  [12] 

Also the magnetomotive force due to the applied traveling current wave per pole is calculated 

as: 

  ஘ୟ୮୲୮୮ܫ ൌ ׬ ݖ஘ୟ୮݀′ܫ
௟೛೛
଴ ൌ

ଶ௟౦౦
గ
 .஘ୟ୮୮୩′ܫ [13] 

 

 

Figure  6.  Relationship  of  the  current wave  and  the  applied  current wave  produced  by  the 
distributed coil system. 

By equating above 2 equations, the peak applied current density to the coil, ܫ′஘ୟ୮୮୩ can be 

calculated from the peak applied current to the coil, ܫ஘ୟ୮୮୩ as: 

  ஘ୟ୮୮୩′ܫ ൌ
ଷே౪౫౨౤౩ே౦౦౦౦

௟౦౦
 .஘ୟ୮୮୩ܫ [14] 

Ideal applied current wave

Actual current wave
produced by the coils
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case.
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In fact above conversion (actual current to linear current density) is valid for all traveling 

current waves.   

Also the magnetomotive force due to the total traveling current wave per pole is 

calculated as: 

  ஘୲୭୲୮୮ܫ ൌ ׬ ݖ஘୲୭୲݀′ܫ
௟೛೛
଴ ൌ

ଶ௟౦౦
గ
 .஘୲୭୲୮୩′ܫ [15] 

Magnetic	flux	in	the	core	and	magnetic	field	strength	in	the	gap	
The magnetic flux in the center core, ߔୡ is in the same phase with ܫ′஘୲୭୲ as to think of 

coils wrapping around the core.  The magnetic flux in the core may be expressed as: 

  ୡߔ ൌ ݐexp݅ሺെ߱	ୡ୮୩ߔ ൅ ݖ݇ ൅ ߰ሻ,  [16] 

Note that from the continuity of the magnetic flux,  

  ௥௔ܤ ൌ െ
ଵ

௟౗౗౬౛

డః೎
ப௭

,  [17] 

where ݈ୟୟ୴ୣ is the average circumference of the air gap (center line of the flow path annulus), 

see Figure 7. 

  ୰ୟܤ ൌ െ
ଵ

௟౗౗౬౛
ݐexp݅ሺെ߱	ୡ୮୩݇݅ߔ ൅ ݖ݇ ൅ ߰ሻ 

  ൌ
ଵ

௟౗౗౬౛
ୡ୮୩݇exp݅ߔ ቀെ߱ݐ ൅ ݖ݇ ൅ ߰ ൅

గ

ଶ
൅  ,ቁߨ [18] 

where we used ݅exp݅ሺߠሻ ൌ exp݅ ቀߠ ൅
గ

ଶ
ቁ and െexp݅ሺߠሻ ൌ exp݅ሺߠ ൅  .ሻߨ
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Figure 7. Relationship between the magnetic flux in the core and radial magnetic field strength. 

The peak value of the magnetic field strength, ܤ୰ୟ୮୩, may be defined as: 

  ୰ୟܤ ൌ ୰ୟ୮୩exp݅ܤ ቀെ߱ݐ ൅ ݖ݇ ൅ ߰ ൅
గ

ଶ
൅  ,ቁߨ [19] 

where:  

  ୰ୟ୮୩ܤ ൌ
ଵ

௟౗౗౬౛

గ

௟౦౦
 ୡ୮୩, orߔ [20] 

  ୡ୮୩ߔ ൌ
ଵ

గ
୰ୟ୮୩ܤ ∙ ݈aave ∙ ݈pp.  [21] 

Relating	the	magnetic	field	and	magnetic	flux	with	the	traveling	current	wave	
using	a	magnetic	circuit	model	

We consider an infinitesimal magnetic circuit shown in Figure 8.  We assume ߤ in iron 
core is that ߤ ≫  ଴ such that the magnetic reluctance in the iron structures (stator core andߤ

center core) is neglected.  The magnetic reluctance in the air gap may be expressed as, see 

Figure 8: 

  ܴ݀ ൌ 1/ሺ
ݖaave݈݀∙0ߤ

߬a∙ܥc2
ሻ,  [22] 

where Carter coefficient, ܥୡଶ is used to include the effects of slot structures in the stator cores.  
The radial magnetic flux is obtained as: 

  ሻݖ୮ሺߔ ൌ  .ݖሻ݈aave݀ݖraሺܤ [23] 
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The magnetomotive force is: 

  mmfሺݖሻ ൌ ,ݐᇱ஘୲୭୲ሺܫ  .ݖሻ݀ݖ [24] 

Following change of the magnetomotive force occurs along the magnetic circuit from 1 to 4 

(Figure 8): 

  0 ൅ pߔ ቀݖ െ
ଵ

ଶ
ቁݖ݀ ܴ݀ ൅ mmfሺݖሻ െ pߔ ቀݖ ൅

ଵ

ଶ
ቁݖ݀ ܴ݀ ൌ 0.  [25] 

By substituting each term in the above equation, the equation becomes: 

 
ௗ

ௗ௭
ቂܤrapkexp݅ ቀെ߱ݐ ൅ ݖ݇ ൅ ߰ ൅

ߨ

2
൅ ቁቃߨ ݖ݀ ఛ౗∙஼ౙమ

ఓబ
ൌ ݐθtotpkexp݅ሺെ߱′ܫ ൅ ݖ݇ ൅ ߰ሻ݀ݖ,  [26] 

then: 

  ݐrapkexp݅ሺെ߱ܤ݇ ൅ ݖ݇ ൅ ߰ሻ ఛ౗∙஼ౙమ
ఓబ

ൌ ݐθtotpkexp݅ሺെ߱′ܫ ൅ ݖ݇ ൅ ߰ሻ,  [27] 

and finally, 

  ஘୲୭୲୮୩′ܫ ൌ ୰ୟ୮୩ܤ
గఛ౗∙஼ౙమ

ఓబ∙௟౦౦௟౗౗౬౛
݈ୟୟ୴ୣ ൌ  .୰ୟ୮୩࣬௠ୟ݈ୟୟ୴ୣܤ [28] 

where: 

  ࣬௠ୟ ൌ
గఛ౗∙஼ౙమ

ఓబ∙௟౦౦௟౗౗౬౛
,  [29] 

is the magnetic reluctance of the air gap. 

Now both ܤ୰ୟ୮୩ and ߔୡ୮୩ can be expressed in terms of ܫ′஘୲୭୲୮୩ as: 

  ୰ୟ୮୩ܤ 	ൌ
ଵ

࣬೘౗௟౗౗౬౛
 ,஘୲୭୲୮୩′ܫ [30] 

  ୡ୮୩ߔ 	ൌ
1

࣬݉a

݈pp
ߨ
 .θtotpk′ܫ [31] 
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Figure 8. Schematic showing the magnetic circuit per pole‐pair within the pump. 

Calculating	the	induced	current	waves	

Induced	current	in	the	working	fluid	
Since the magnetic flux in the core is changing with time, it induces an induction current 

in the annular duct that surrounds the core.  From Faraday’s law of induction the induced 

current density in the pump duct may be expressed as: 

  ,ݐ஘୧୬ୢሺܧ ሻݖ ൌ െ
஽

஽௧
,ݐୡሺߔ  ሻ, so thatݖ [32] 

  ,ݐ஘୧୬ୢሺܬ ሻݖ ൌ െ
ఙ౜
௟౜౗౬౛

஽

஽௧
,ݐୡሺߔ  ,ሻݖ [33] 

where ܧ஘୧୬ୢ is the electromotive force, ߪ୤ is the conductivity of the fluid in the duct, which is 

assumed constant in the pump and 
஽

஽௧
 is the material derivative as the fluid is moving relative to 

the pump.  Also ݈୤ୟ୴ୣ is the average circumference of the working fluid in the annular duct that 

the induced current needs to travel.  Since an infinitesimal current in the duct flowing in the 

circumferential direction is expressed as ݀ࣂܫ ൌ ݖఏ݀′ܫ ൌ  where ߬୤ is the thickness of the ݖఏ߬୤݀ܬ
working fluid in the annular duct, which is assumed constant over the pump, finally ܫ′஘୧୬ୢ may 

be obtained from the equation above as: 

  ,ݐ஘୧୬ୢሺ′ܫ ሻݖ ൌ െ
߬fఙ౜
௟౜౗౬౛

ቀ డ
డ௧
൅ ௙ݒ

డ

డ௭
ቁߔୡሺݐ,  .ሻݖ [34] 

Performing the material derivative and introducing Δݒ ൌ ୱݒ െ ߱ ,௙ݒ െ ௙݇ݒ ൌ ݇Δݒ give: 

CL
mmf

1

2

4

3

dz

Circumference: laave



11 
 

  ஘୧୬ୢ′ܫ ൌ
߬fఙ౜
௟౜౗౬౛

݇Δߔ݅ݒୡ.  [35] 

Substituting ߔୡ from eq. [16] yields: 

  ஘୧୬ୢ′ܫ ൌ
߬fఙ౜
௟౜౗౬౛

݇Δߔݒୡ୮୩݅exp݅ሺെ߱ݐ ൅ ݖ݇ ൅ ߰ሻ,  [36] 

and with eq. [21]: 

  ஘୧୬ୢ′ܫ ൌ
߬fఙ౜݈aave
௟౜౗౬౛

Δܤݒrapkexp݅ ቀെ߱ݐ ൅ ݖ݇ ൅ ߰ ൅
గ

ଶ
ቁ.  [37] 

Induced	current	in	the	duct	walls	and	other	components	
  The induced current in the duct walls, Δܫ′θind may be expressed as (similar step as eq. 
[34] and eq. [35]): 

  Δܫ′θind ൌ െ
ఛ౭ߪw
݈wave

cߔ߲
ݐ߲
,  [38] 

where the subscript “w” denotes the values for the duct walls.  There may be more 
components in the air gap where the induced current exist.  The contribution s from these 
components may be summed and represented by the duct walls.  Note that since the walls do 
not have relative movement to the pump, regular temporal derivative instead of material 
derivative is taken.  Performing temporal derivative gives:  

  Δܫ′θind ൌ
ఛ౭ߪw
݈wave

 cߔୱ݅ݒ݇

  ൌ  ,θind′ܫ୧ݓ [39] 

where ݓ୧ ൌ
ఛ౭
ఛ౜

౭ߪ
fߪ

݈fave
݈wave

௩౩
୼௩
, so that: 

  ஘୧୬ୢ′ܫ ൅ Δܫᇱ஘୧୬ୢ ൌ ሺ1 ൅ iሻݓ
߬fఙ౜݈aave
௟౜౗౬౛

Δܤݒrapkexp݅ ቀെ߱ݐ ൅ ݖ݇ ൅ ߰ ൅
గ

ଶ
ቁ.  [40] 

Determining	unknowns	
Substitute eq. [7] and ܤ୰ୟ୮୩ from eq. [30] into eq. [40]: 

  ݐୡexp݅ሺെ߱ߚᇱ஘ୟ୮୮୩ܫ ൅ ݖ݇ ൅ ߶ሻ 

  ൌ ሺ1 ൅ iሻݓ
߬fఙ౜
௟౜౗౬౛

1
࣬݉a

݈pp
ߨ
݇Δܫݒ′θtotpkexp݅ ቀെ߱ݐ ൅ ݖ݇ ൅ ߰ ൅

గ

ଶ
ቁ.  [41] 

Substituting ܫ′஘୲୭୲୮୩ from eq. [10] yields: 

  ݐୡexp݅ሺെ߱ߚᇱ஘ୟ୮୮୩ܫ ൅ ݖ݇ ൅ ߶ሻ 

  ൌ ሺ1 ൅ iሻݓ
߬fఙ౜
௟౜౗౬౛

1
࣬݉a

݈pp
ߨ
݇Δܫݒᇱ஘ୟ୮୮୩ඥሺߚୡcos߶ ൅ 1ሻଶ ൅ ሺߚୡsin߶ሻଶ 

  ൈ exp݅ ቀെ߱ݐ ൅ ݖ݇ ൅ ߰ ൅
గ

ଶ
ቁ.  [42] 
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Comparing LHS and RHS of above equation and substituting ߰ ൌ arctan ቀ ఉౙୱ୧୬థ

ఉౙୡ୭ୱథାଵ
ቁ from eq. [9], 

following relationships can be obtained from the equation above: 

  ୡߚ ൌ ሺ1 ൅ iሻݓ
߬fఙ౜
௟౜౗౬౛

1
࣬݉a

݈pp
ߨ
݇Δݒඥሺߚୡcos߶ ൅ 1ሻଶ ൅ ሺߚୡsin߶ሻଶ,  [43] 

  ߰ ൌ ߶ െ
గ

ଶ
, and  [44] 

 
߶csinߚ

ccos߶൅1ߚ
ൌ tan ቀ߶ െ ߨ

2
ቁ.  [45] 

Calculating tan ቀ߶ െ ߨ

2
ቁ above gives the following relationship: 

  ୡሾሺsin߶ሻଶߚ ൅ ሺcos߶ሻଶሿ ൌ ୡߚ ൌ െcos߶.  [46] 

Substituting cos߶ ൌ െߚୡ into eq. [43] gives: 

  ୡߚ ൌ ሺ1 ൅ iሻݓ
߬fఙ౜
௟౜౗౬౛

1
࣬݉a

݈pp
ߨ
݇Δݒට1 െ ୡߚ

ଶ,  [47] 

which can be solved for ߚୡ while noting that RHS of eq. [43] is positive so that: 

  ୡߚ ൌ
ߙ

√ଵାߙమ
,  [48] 

where 

  ߙ ൌ ሺ1 ൅ ୧ሻݓ
ఛ౜ߪf
௟౜౗౬౛

ଵ

࣬೘౗
Δݒ.  [49] 

With ߚୡ ൌ െcos߶, it follows that: 

  sin߶ ൌ േට1 െ ୡߚ
ଶ,  [50] 

and because of the relationship between ܫ′஘୧୬ୢ ൅ Δܫᇱ஘୧୬ୢ and ܫᇱ஘୲୭୲, we take the positive sign, 
see Figure 9.   
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Figure 9. Schematic showing the relationship between the applied, induced, and total currents 
for the positive sign case and the negative sign case.   When negative  is taken (ܫ஘୧୬ୢ ൅ Δܫ஘୧୬ୢ in 
the  3rd  quadrant  at ߶ି indicated  by  an  dashed  arrow),  the  total  current, ܫ஘୲୭୲ (indicated  by 
another dashed arrow, the sum of ܫ஘୧୬ୢ ൅ Δܫ஘୧୬ୢ and ܫ஘ୟ୮) is in the 4th quadrant whereas ߰ି is in 
the 2nd quadrant from eq. [44], becoming out of 180.  

Therefore: 

  tan߶ ൌ െ
ටଵିఉౙ

మ

ఉౙ
ൌ െ

ଵ

ߙ
.  [51] 

Then it follows that: 

  ߶ ൌ െarctan ቀ
ଵ

ߙ
ቁ,  [52] 

where 
గ

ଶ
൑ ߶ ൑  .ߨ

As a summary, now we can calculate the magnetic field strength in the annular gap (eq. [19]) 

and the induced current in the working fluid (eq. [37]) from the applied current as: 

  ୰ୟܤ ൌ ୰ୟ୮୩exp݅ܤ ቀെ߱ݐ ൅ ݖ݇ െ arctan ቀ
ଵ

ߙ
ቁ ൅  ,ቁߨ [53] 

  ஘୧୬ୢ′ܫ ൌ
߬fఙ౜݈aave
௟౜౗౬౛

Δܤݒrapkexp݅ ൬െ߱ݐ ൅ ݖ݇ െ arctan ቀ
ଵ

ߙ
ቁ൰.  [54] 
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where (from eq. [30], eq. [10], and eq. [48]): 

  ୰ୟ୮୩ܤ 	ൌ
ଵ

࣬೘౗௟౗౗౬౛

1

ඥ1൅ఈ2
 θappk, and′ܫ [55] 

  ߙ ൌ ሺ1 ൅ ୧ሻݓ
ఛ౜ߪf
௟౜౗౬౛

ଵ

࣬೘౗
Δݒ.  [56] 

Also note that from eq. [6], eq. [54], and eq. [55]: 

  ߚ ൌ
߬fఙ౜
௟౜౗౬౛

Δݒ 1
࣬݉a

ଵ

√ଵାߙమ
,  [57] 

and substituting eq. [48] and eq. [49] above gives: 

  ߚ ൌ
1

ଵାݓi
 ,ୡߚ [58] 

Therefore by definition: 

  Δ୵ ൌ  .iݓ [59] 

Calculating	the	developed	pressure	per	pole	
  The developed pressure due to Lorentz force is given as: 

 
ௗࡼ

ௗ௭
ൌ ࢐୧୬ୢ ൈ  .࡮ [60] 

Note the direction of the force in the pump ሺௗ௉
ௗ௭
൏ 0 gives positive pumping, see Figure 2).  The 

induced current density in the working fluid, ܬ஘୧୬ୢ can be calculated from ܫ′஘୧୬ୢ (eq. [54]) as: 

  ஘୧୬ୢܬ ൌ
ఙ౜݈aave
௟౜౗౬౛

Δܤݒrapkexp݅ሺെ߱ݐ ൅ ݖ݇ ൅ ߶ሻ.  [61] 

The magnetic field strength that the working fluid experiences may be assumed the same as the 

magnetic field strength in the gap that is (from eq. [19], note the phase and the sign): 

  ୰ୟܤ ൌ െܤ୰ୟ୮୩exp݅ሺെ߱ݐ ൅ ݖ݇ ൅ ߶ሻ.  [62] 

Note that the negative sign appearing in eq. [62] makes the pumping positive and physically 

consistent.  The induced current density in the working fluid is in the azimuthal direction and 

the magnetic field is in the radial direction so that they are perpendicular to each other.  

Replacing exp݅ሺെ߱ݐ ൅ ݖ݇ ൅ ߶ሻ with cosሺെ߱ݐ ൅ ݖ݇ ൅ ߶ሻ for the real notation, the developed 
pressure per pole can be calculated as: 

  ∆ ୮ܲ୮ ൌ ׬
ௗ௉

ௗ௭
ݖ݀

భ
మ
௟౦౦

ିభ
మ
௟౦౦
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  ൌ fߪ
௟౗౗౬౛
௟౜౗౬౛

Δܤݒ୰ୟ୮୩
ଶ ׬ ሾcosሺെ߱ݐ ൅ ݖ݇ ൅ ߶ሻሿ2݀ݖ

భ
మ
௟౦౦

ିభ
మ
௟౦౦

 

  ൌ ଵ

ଶ
݈୮୮ߪf

௟౗౗౬౛
௟౜౗౬౛

Δܤݒ୰ୟ୮୩
ଶ.  [63] 

Substituting eq. [55] above gives: 

  ∆ ୮ܲ୮ ൌ
ଵ

ଶ
݈୮୮ߪf

௟౗౗౬౛
௟౜౗౬౛

Δݒ ቀ ଵ

࣬೘౗௟౗౗౬౛
ቁ
ଶ 1

1൅ఈ2
θappk′ܫ

ଶ
,  [64] 

where ߙ ൌ ሺ1 ൅ ୧ሻݓ
ఛ౜ߪf
௟౜౗౬౛

ଵ

࣬೘౗
Δݒ. 

Calculating	the	power	input	per	pole	
  The total power input to the working fluid per pole,  ୤ܹ୮୮ is the sum of the thermal 

power and the kinetic power due to the induction.  The thermal power input is actually Joule 
heating and volumetric Joule heating, ݓ′′′୤୦ is given as:   

  ୤୦′′′ݓ ൌ
θindܬ

మ

fߪ
.  [65] 

The volumetric kinetic power, ݓ′′′୤୏୉ is given as: 

  ୤୏୉′′′ݓ ൌ
ௗ௉

ௗ௭
 .௙ݒ [66] 

The volumetric total power input is: 

  ୤′′′ݓ ൌ
θindܬ

మ

fߪ
൅ ௗ௉

ௗ௭
௙ݒ ൌ

θindܬ
మ

fߪ
൅  .௙ݒraܤθindܬ [67] 

Substituting eq. [61] and eq. [62] into the above equation gives: 

  ᇱᇱᇱݓ
୤ ൌ ଶݒfΔߪ ቀ

௟౗౗౬౛
݈fave

ቁ
ଶ
୰ୟܤ

ଶ ൅ ݒfΔߪ ቀ
௟౗౗౬౛
݈fave

ቁ ୰ୟܤ
ଶݒ௙ 

  ൌ ୰ୟܤݒfΔߪ
ଶ ቀ௟౗౗౬౛

݈fave
ቁ ቂቀ௟౗౗౬౛

݈fave
ቁ ୱݒ ൅

݈faveെ௟౗౗౬౛
݈fave

 ,௙ቃݒ [68] 

and noting that 
݈aave
௟౜౗౬౛

≅ 1 so that 
௟౜౗౬౛ି݈aave

௟౜౗౬౛
≅ 0, which gives: 

  ᇱᇱᇱݓ
୤ ≅ ୰ୟܤݒfΔߪ

ଶ ቀ௟౗౗౬౛
݈fave

ቁ
ଶ
 ,ୱݒ [69] 

that is: 

  ୤′′′ݓ ≅ ቀ௟౗౗౬౛
݈fave

ቁ ௗ௉
ௗ௭
ୱݒ ≅

ௗ௉

ௗ௭
 .ୱݒ [70] 
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meaning that the total power input to the working fluid is the product of the pressure and the 
synchronous velocity (whereas the pumping power is the product of the pressure and the fluid 
velocity).  Also note that: 

  ୤′′′ݓ ≅ ୰ୟܤଶݒfΔߪ
ଶ ௩౩
୼௩
ൌ

θindܬ
మ

fߪ

ଵ

௦
,   [71] 

where ݏ ൌ ୼௩

௩౩
 that is slip, meaning that the effective load of the working fluid can be viewed as 

an electrical resistive load of 
ோ೑
௦
 where  ௙ܴ is the actual resistive load of the working fluid 

calculated from the properties of the fluid and the geometry of the annular duct that contains 
the fluid. 

The total power input to the working fluid per pole is then given as:  

  ୤ܹ୮୮ ≅ ∆ ୮ܲ୮ܳ
௩౩
௩೑
,  [72] 

or from eq. [69]: 

  ୤ܹ୮୮ ≅
ଵ

ଶ
݈୮୮ߪf ቀ

௟౗౗౬౛
݈fave

ቁ
ଶ
Δܤݒ୰ୟ୮୩

ଶ߬୤݈୤ୟ୴ୣݒୱ.  [73] 

Since the pump components that experience the changing magnetic field (in this work, 

represented by the duct walls) are not moving with the working fluid, by following the similar 

steps described above, the power input to the duct walls per pole,  ୵ܹ୮୮ may be given as: 

  ୵ܹ୮୮ ≅
ଵ

ଶ
݈୮୮ߪ୵ ቀ

௟౗౗౬౛
݈wave

ቁ
ଶ
୰ୟ୮୩ܤୱݒ

ଶ߬୵݈୵ୟ୴ୣݒୱ.  [74] 

This corresponds to the power input to the duct walls due to Δܫ′θind.  With ݓ୧ ൌ
ఛ౭
ఛ౜

౭ߪ
fߪ

݈fave
݈wave

௩౩
୼௩
, 

the sum of the induction losses is therefore given as: 

  ୤ܹ୮୮ ൅ ୵ܹ୮୮ ≅ ሺ1 ൅ ୧ሻݓ
ଵ

ଶ
݈୮୮ߪf ቀ

௟౗౗౬౛
݈fave

ቁ
ଶ
Δܤݒ୰ୟ୮୩

ଶ߬୤݈୤ୟ୴ୣݒୱ ൌ ሺ1 ൅ ୧ሻݓ ୤ܹ୮୮.  [75] 

Comparing	with	R.	Rüdenberg’s	and	R.	S.	Baker’s	work	
Baker derived a similar expression for a flat linear induction pump (FLIP), Ref. [1], based 

on Rüdenberg’s prior work (Ref. [2]).  The total force produced by the pump, ܨ given by Eq. [91] 
in Baker’s work with notations used in our work becomes: 

  ܨ ൌ
ଵ

ସ
୫ܤݒfΔߪ߬

ଶߣଶ ୮ܰ୭୪ୣ ቌ
൬
೗౦౦
ಓ
ା ಓ
೗౦౦

൰

ሺସఓ஛୼௩ߪfሻమା൬
೗౦౦
ಓ
ା ಓ
೗౦౦

൰
మቍ,  [76] 

where ߬ is the duct height and ߣ is the width of the duct since this is for the FLIP with a duct 
with a rectangular cross section.  The resistivity of the working fluid is replaced with the 
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reciprocal of the conductivity of the working fluid.  ܤ୫ is the peak magnetic field produced only 

by the applied current.  We believe that Baker’s eqs. [90] and [91] contain an error such that 

 is missing in the denominator of the RHS.  For the zero fluid velocity case, the equivalent ߣߤ4

equations are given as eq. [70] and eq. [71] in Baker’s work, which correctly contain 4ߣߤ (or ݈ 
that is 4ߣߤ, see eq. [46] in his work).  Or check eq. [27] on pg. 297 of the prior work by 
Rüdenberg (Ref [2]), which is the same equation as eq. [70] of Baker’s.   

By dividing by the duct cross sectional area, ߬ߣ and removing the number of poles from 

the equation above, the developed pressure per pole is expressed as:   

  ∆ ୮ܲ୮ ൌ
ଵ

ସ
୫ܤݒfΔߪ

ଶߣ ቌ
൬
೗౦౦
ಓ
ା ಓ
೗౦౦

൰

ሺସఓ஛୼௩ߪfሻమା൬
೗౦౦
ಓ
ା ಓ
೗౦౦

൰
మቍ.  [77] 

Note that Baker’s work was performed using CGS (Gaussian units system).  Converting this 

equation in SI unit system ሺ4ߤߨ →  :଴ሻ givesߤ

  ∆ ୮ܲ୮ ൌ
ଵ

ସ
୫ܤݒfΔߪ

ଶߣ ቌ
൬
೗౦౦
ಓ
ା ಓ
೗౦౦

൰

ቀഋబ
ഏ
஛୼௩ߪfቁ

మ
ା൬

೗౦౦
ಓ
ା ಓ
೗౦౦

൰
మቍ,  [78] 

or rewriting the above equation respect to ܤ୫
ଶ, 

  ୫ܤ
ଶ ൌ

ଶ∆௉౦౦
f௟౦౦୼௩ߪ

ቌ
ଶቈቀഋబ

ഏ
஛୼௩ߪfቁ

మ
ା൬

೗౦౦
ಓ
ା ಓ
೗౦౦

൰
మ
቉

ଵା൬ ಓ
೗౦౦

൰
మ ቍ,  [79] 

which is Rüdenberg equation (Ref. [3]).  Note that in Ref. [3], to use Rüdenberg equation in an 

ALIP, the width of the duct, λ for a rectangular duct had been replaced with the equivalent duct 

width for an annular duct, 
஺ೌ
ఛ౗
 where ܣ௔ is the cross sectional area of the annular duct.  We will 

show it later, but this replacement to adapt Rüdenberg equation to the ALIP configuration is 

not sufficient.  Rearranging eq. [78] yields: 

  ∆ ୮ܲ୮ ൌ
ଵ

ସ
୫ܤݒfΔߪ

ଶߣ
௟౦౦
ఒ
൮

ቆ൬
೗౦౦
ಓ
൰
మ
ାଵቇ

ቀഋబ
ഏ
୼௩ߪf௟౦౦ቁ

మ
ାቆ൬

೗౦౦
ಓ
൰
మ
ାଵቇ

మ൲.  [80] 

Now we adapt the above equation to an ALIP geometry.  Note that the FLIP has a 

rectangular duct and it has a cosine distribution over the width of the duct, whereas an ALIP has 

an annular duct that has no ends in its circumference direction so that it has a uniform 

distribution along the circumference direction.  In Baker’s work on pg. 20, between eq. [67] and 
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eq. [68], it was shown that the cosine distribution resulted in 
ଵ

ଶ
 ,factor in the equation above ߣ

whereas for the ALIP case with same width of the duct (width of the FLIP = circumference of the 

ALIP) it should be: 

  ׬ ݕ1݀
ഊ
మ

ିഊ
మ

ൌ  ,ߣ [81] 

so the factor  
ଵ

ଶ
 :that yields ߣ in eq. [80] is replaced with ߣ

  ∆ ୮ܲ୮ ൌ
ଵ

ଶ
݈୮୮ߪfΔܤݒ୫

ଶ ൮
ቆ൬

೗౦౦
ಓ
൰
మ
ାଵቇ

ቀഋబ
ഏ
୼௩ߪf௟౦౦ቁ

మ
ାቆ൬

೗౦౦
ಓ
൰
మ
ାଵቇ

మ൲.  [82] 

Also for the ALIP geometry, 
௟౦౦
஛
→ 0 since the duct has no ends in the circumference direction, 

which gives: 

  ∆ ୮ܲ୮ ൌ lim
	
೗౦౦
ಓ
→଴

ଵ

ଶ
݈୮୮ߪfΔܤݒ୫

ଶ ൮
ቆ൬

೗౦౦
ಓ
൰
మ
ାଵቇ

ቀഋబ
ഏ
୼௩ߪf௟౦౦ቁ

మ
ାቆ൬

೗౦౦
ಓ
൰
మ
ାଵቇ

మ൲ 

  ൌ ଵ

ଶ
݈୮୮ߪfΔܤݒ୫

ଶ ቆ ଵ

ଵାቀഋబ
ഏ
୼௩ߪf௟౦౦ቁ

మቇ.  [83] 

Using the relationship given by eq. [30] of the present work, ܤ୫ may be expressed with the 

peak applied linear current density, ܫᇱ஘ୟ୮୮୩ in the same way as: 

  ୫ܤ 	ൌ ଵ

࣬೘౗௟౗౗౬౛
 ,஘ୟ୮୮୩′ܫ [84] 

so that: 

  ∆ ୮ܲ୮ ൌ
ଵ

ଶ
݈୮୮ߪfΔݒ ቀ

ଵ

࣬೘౗௟౗౗౬౛
ቁ
ଶ
ቆ ଵ

ଵାቀഋబ
ഏ
୼௩ߪf௟౦౦ቁ

మቇ ஘ୟ୮୮୩′ܫ
ଶ
.  [85] 

The above expression is the equivalent of eq. [64] of the present work but derived from Baker’s 

works.  Eq. [64] of the present work is expressed as: 

  ∆ ୮ܲ୮ ൌ
ଵ

ଶ
݈୮୮ߪfΔݒ ቀ

ଵ

࣬೘౗௟౗౗౬౛
ቁ
ଶ
ቀ௟౗౗౬౛
௟౜౗౬౛

ቁ ቌ
ଵ

ଵା൤ሺ1൅௪౟ሻ
ഓ౜
ഓ౗
∙೗౗౗౬౛
೗౜౗౬౛

∙ భ
಴ౙమ

∙ഋబ
ഏ
୼௩ߪf௟౦౦൨

మቍ ஘ୟ୮୮୩′ܫ
ଶ
.  [86] 



19 
 

By comparing eq. [85] and eq. [86], it is clear that the present work includes the effects due to 

the difference between the air gap dimensions and the dimensions of the gap that is occupied 

by the fluid.  Also the effects of the slots in the stator cores to the air gap are included by Carter 

coefficient, ܥୡଶ.  The effect of the induction losses in the duct is also included by ݓ୧.  Baker’s 
expression appears to assume that the air gap dimensions and the dimensions of the gap that is 

occupied by the fluid are the same.  Also it will not be able to include the effects of the slots in 

the stator cores and the induction losses in the duct walls, but otherwise the expression is the 

same as the present work, which further strengthen the validity of the current work. 
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Part‐II:	Electrical	part	
We assume a pump within which a periodic, traveling electrical current wave along the 

axis of the pump exists.  In the part‐I of the present work, the EMD aspect of the model was 

discussed.  Although the model requires 3 phase alternating current as a major input parameter, 

normally a 3 phase system provides prescribed 3 phase voltage (Figure 1).  For a delta 

connected ALIP, it is typically the line‐to‐line voltage.  To obtain the required 3 phase current 

from the prescribed 3 phase voltage source, an electrical circuit analysis is needed, which is 

described in this part‐II of the present work.   

 

Figure 1. Schematic of distributed coils and their connections to 3 phase power supply. 

The part‐II of the present work explains how the applied current and voltage to the coil 

system in the pump is obtained when the distributed coils are powered by a 3 phase power 

supply.  Using the calculated applied current and the voltage, the pump parameters can be 

calculated with the part‐I of the present work. 

A
B
C

Typical coil connection with 3 phase power supply

C1 C2 C3 C4 C5 C6 *C7

*C7 = C1
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Equivalent	circuit	

 

Figure 2. Schematic of an equivalent electrical circuit of ALIP and the red arrows indicate flow of 
power. 

An equivalent circuit for an ALIP is developed and is schematically shown in Figure 2.  

The coils in the pump surround the center core as a primary coil and the working fluid in the 

annular duct as well as the duct itself also surround the center core as a secondary one‐turn coil.  

This may be viewed as a transformer.  The applied voltage to a coil is  ୟܸ୮ୟୡ୲ and the induced 

voltage across the coil is  ୧ܸ୬ୢ.  The coil has reactance, ܺ୮୰୧ due to the leakage flux in the coil (the 

magnetic flux generated by the coils that does not link with the working fluid and duct walls) 

and resistance, ܴ୮୰୧., for example see Ref. [4].  These values are calculated from the coil 

properties and the coil configuration.  The coil requires primary current, ܫ஘ୡ୭୧୪ to supply 

஘୧୬ୢܫ ൅ Δܫ஘୧୬ୢ to the secondary (the working fluid and the duct) in addition to current for the 
core losses, ܫୡ୪୭ୱୱ.  ܫୡ୪୭ୱୱ corresponds to the power dissipated in the core and other structures, 

ୡܹ୪୭ୱୱ.  ܫ஘୲୭୲ is the magnetizing current.  In the secondary, ܫ஘୧୬ୢ corresponds to the power input 

to the working fluid,  ୤ܹ and Δܫθind corresponds to the power dissipated in the duct walls, ∑ ୶ܹ.  

Because the working fluid and the duct completely surround the center core, we assume that 

there is negligible leakage flux in the secondary side (the working fluid and the duct), which is 

equivalent of having a pure resistive load on the secondary.   

A
LI

P
co

il

W
or

ki
ng

 fl
ui

d 
an

d 
du

ct

Primary Secondary

D
uc

t

W
or

ki
ng

 fl
ui

d



23 
 

Phasor	

 

Figure 3. Phasor indicating various currents. 

From the part‐I of the present work (Figure 9 of the part‐I), a phasor is drawn in Figure 3.  

Since there is no reactance in the secondary, the secondary current ሺൌ θindܫ ൅ Δܫθindሻ is exactly 
90 behind the core flux, ߔୡ at ߰.  Note that the current waves are moving at exp݅ሺെ߱ݐ ൅  ሻݖ݇

and in this schematic, the clockwise direction is the direction of the rotation.  In the part‐I, the 

relationship between ܫ஘୧୬ୢ ൅ Δܫ஘୧୬ୢ, ܫ஘୲୭୲, and ܫ஘ୟ୮ was derived assuming no core losses.  

However in a real ALIP, there are some core losses and the primary (coil) needs to provide 

additional current shown as ܫୡ୪୭ୱୱ.  The actual coil current, ܫ஘ୟ୮ୟୡ୲ is the vector sum of ܫ஘ୟ୮ and 

஘୧୬ୢܫ ୡ୪୭ୱୱ.  The current in the primary side to supplyܫ ൅ Δܫ஘୧୬ୢ is ܫ஘ୡ୭୧୪. 

Figure 4 shows the voltage relationship in another phasor.  The induced EMF in the coil 

is  ୧ܸ୬ୢ that is at 90 to the core flux, ߔୡ.  There are additional voltage drops in the coil 
associated with ܺ୮୰୧ and ܴ୮୰୧.  They are proportional to the actual coil current, ܫ஘ୟ୮ୟୡ୲ while 

 .஘ୟ୮ୟୡ୲ by definitionܫ ஘ୟ୮ୟୡ୲ܴpri is in phase withܫ ஘ୟ୮ୟୡ୲ andܫ ஘ୟ୮ୟୡ୲ܺpri is at 90 toܫ
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Figure 4. Phasor indicating various voltages. 

Calculating	the	values	for	various	electrical	parameters	
From eq. [72] of the part‐I of the present work, the power to the working fluid per pole 

is given as: 

  ୤ܹ୮୮ ൌ ∆ ୮ܲ୮ܳ
௩౩
௩೑
,  [1] 

or eq. [73] of the part‐I: 

  ୤ܹ୮୮ ≅
ଵ

ଶ
݈୮୮ߪf ቀ

௟౗౗౬౛
݈fave

ቁ
ଶ
Δܤݒ୰ୟ୮୩

ଶ߬୤݈୤ୟ୴ୣݒୱ.  [2] 

Also using eq. [75] of the part‐I, the power to the various components per pole is: 

  ୤ܹ୮୮ ൅ ∑ ୶ܹ୮୮୶ ≅ ୤ܹ୮୮ ൅ ୵ܹ୮୮ ൌ ሺ1 ൅ ୧ሻݓ ୤ܹ୮୮ 

  ൌ ሺ1 ൅ ୧ሻݓ
ଵ

ଶ
݈୮୮ߪf ቀ

௟౗౗౬౛
݈fave

ቁ
ଶ
Δܤݒ୰ୟ୮୩

ଶ߬୤݈୤ୟ୴ୣݒୱ.  [3] 

We assume such that the core loss per pole,  ୡܹ୪୭ୱୱ୮୮ needs to be separately specified as an 

input. 
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  There are 6 ൈ ୮ܰ୮୮୮ coils that are needed to complete a cycle, which consists of 2 poles.  

Each pole contains 3 ൈ ୮ܰ୮୮୮ coils.  Therefore the amount of power each coil needs to deliver 

can be calculated from the various power per pole as: 

  ୡܹ୭୧୪ ൌ
ௐౙౢ౥౩౩౦౦ାௐ౜౦౦ା∑ ௐ౮౦౦౮

ଷே౦౦౦౦
.  [4] 

For an AC system, the electrical input, ܹ is given as ܹ ൌ ଵ

ଶ ୮ܸ୩ܫ୮୩ where  ୮ܸ୩ is the peak value 

of the applied voltage and ܫ୮୩ is the peak value of the current in phase with the voltage.  The 

amount of the current in phase with the voltage,  ୧ܸ୬ୢ that the coil needs may be divided into 

two parts as ܫఏୡ୭୧୪ and ܫୡ୪୭ୱୱ, see Figure 3 so that: 

  ఏୡ୭୧୪୮୩ܫ ൌ
ௐ౜౦౦ା∑ ௐ౮౦౦౮

ଷே౦౦౦౦ൈ
భ
మ
௏౟౤ౚ౦ౡ

, and  [5] 

  ୡ୪୭ୱୱ୮୩ܫ ൌ
ௐౙౢ౥౩౩౦౦

ଷே౦౦౦౦ൈ
భ
మ
௏౟౤ౚ౦ౡ

,  [6] 

where: 

  ୧ܸ୬ୢ ൌ െቀെܰturns
ௗߔc
ௗ௧
ቁ ൌ െܰturns߱ߔcpkexp݅ ቀെ߱ݐ ൅ ݖ݇ ൅ ߰ ൅

ߨ

2
ቁ,  [7] 

so that: 

  ୧ܸ୬ୢ୮୩ ൌ ܰturns߱ߔcpk,  [8] 

from Lenz’s law.  Note that the minus sign in eq. [7] for  ୧ܸ୬ୢ is to counteract against the EMF 

induced by Lentz’s law.  Note that eq. [6] may also be written as: 

  ఏୡ୭୧୪୮୩ܫ ൌ
ሺଵା௪౟ሻ

భ
మ
௟౦౦ߪf൬

೗౗౗౬౛
݈fave

൰
మ
୼௩஻౨౗౦ౡ

మఛ౜௟౜౗౬౛௩౩

ଷே౦౦౦౦ൈ
భ
మ
௏౟౤ౚ౦ౡ

,  [9] 

and substituting eq. [20] of the part‐I yields: 

  ఏୡ୭୧୪୮୩ܫ ൌ

೗౦౦
ഏ
ሺଵା௪౟ሻ௟౦౦ߪf൬

೗౗౗౬౛
݈fave

൰
మ
୼௩൬ ഏ

೗౗౗౬౛∙೗౦౦
൰
మ
cpkఛ౜௟౜౗౬౛ߔ

3ൈܰturnsൈܰpppp
.  [10] 

From eq. [14] with eq. [28], both from the part‐I, ܫ஘୲୭୲୮୩ maybe obtained as: 

  ஘୲୭୲୮୩ܫ ൌ
rapk࣬݉a݈aave௟౦౦ܤ
ଷൈே౪౫౨౤౩ൈே౦౦౦౦

,  [11] 

or using eq. [20] of the part‐I, the above expression can be rewritten with ߔୡ୮୩ as: 

  ஘୲୭୲୮୩ܫ ൌ
ఃౙ౦ౡ࣬݉aߨ

ଷൈே౪౫౨౤౩ൈே౦౦౦౦
.  [12] 
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Note that ܫఏୡ୭୧୪୮୩ may be expressed as: 

  ఏୡ୭୧୪୮୩ܫ ൌ

೗౦౦
ഏ
ሺଵା௪౟ሻ௟౦౦ߪf൬

೗౗౗౬౛
݈fave

൰
మ
୼௩൬ ഏ

೗౗౗౬౛∙೗౦౦
൰
మ
cpkఛ౜௟౜౗౬౛ߔ

గߔcpk࣬೘౗
 θtotpkܫ

  ൌ  ,஘୲୭୲୮୩ܫߙ [13] 

where ߙ is from eq. [49] of the part‐I. 

The angle between ܫ஘୲୭୲ and ܫఏୟ୮ is ߰ or ߶ െ
గ

ଶ
 so the angle between ܫఏୟ୮ and ܫఏୡ୭୧୪ is 

߰ െ గ

ଶ
.  The angle between ܫ஘ୟ୮ୟୡ୲ and ܫఏୡ୭୧୪ is given as ߦ ൌ ߰ െ గ

ଶ
െ Δߠଵ (note that with this 

definition, ߦ ൏ 0 and Δߠଵ ൏ 0).  Therefore the following relationship can be established (see 
Figure 3): 

  ߦ ൌ െtan ൬
ூಐ౪౥౪౦ౡ

ூഇౙ౥౟ౢ౦ౡାூౙౢ౥౩౩౦ౡ
൰,  [14] 

and: 

  Δߠଵ ൌ ߦ െ ߰ ൅ గ

ଶ
,  [15] 

and also: 

  ஘ୟ୮ୟୡ୲୮୩ܫ ൌ ට൫ܫఏୡ୭୧୪୮୩ ൅ ୡ୪୭ୱୱ୮୩൯ܫ
ଶ
൅ θtotpkܫ

ଶ.  [16] 

Finally: 

  ஘ୟ୮ୟୡ୲ܫ ൌ ݐ஘ୟ୮ୟୡ୲୮୩exp݅ሺെ߱ܫ ൅ ݖ݇ ൅ Δߠଵሻ.  [17] 

From Figure 4 and Figure 5, it follows that: 

  ஘ܸୟ୮ୟୡ୲୮୩ ൌ ට൫ ୧ܸ୬ୢ୮୩cosߦ ൅ ஘ୟ୮ୟୡ୲୮୩ܴ୮୰୧൯ܫ
ଶ
൅ ൫ ୧ܸ୬ୢ୮୩sinߦ െ ஘ୟ୮ୟୡ୲୮୩ܺ୮୰୧൯ܫ

ଶ
.  [18] 

Note that  ୧ܸ୬ୢ୮୩sinߦ ൏ 0.  Also 

  tanሺߦ ൅ Δߠଶሻ ൌ
௏౟౤ౚ౦ౡୱ୧୬కିூಐ౗౦౗ౙ౪౦ౡ௑౦౨౟
௏౟౤ౚ౦ౡୡ୭ୱకାூಐ౗౦౗ౙ౪౦ౡோ౦౨౟

,  [19] 

(note that with this definition, Δߠଶ ൏ 0) so that: 

  Δߠଶ ൌ arctan ൬
௏౟౤ౚ౦ౡୱ୧୬కିூಐ౗౦౗ౙ౪౦ౡ௑౦౨౟
௏౟౤ౚ౦ౡୡ୭ୱకାூಐ౗౦౗ౙ౪౦ౡோ౦౨౟

൰ െ  .ߦ [20] 

Finally: 
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  ஘ܸୟ୮ୟୡ୲ ൌ ஘ܸୟ୮ୟୡ୲୮୩exp݅ሺെ߱ݐ ൅ ݖ݇ ൅ Δߠଵ ൅ ߦ ൅ Δߠଶሻ.  [21] 

The real power input per coil is: 

  ୡܲ୭୧୪୰ୣ ൌ
ଵ

ଶ ஘ܸୟ୮ୟୡ୲୮୩ܫ஘ୟ୮ୟୡ୲୮୩cosሺߦ ൅ Δߠଶሻ.  [22] 

 

 

Figure 5. Relationship between  ୧ܸ୬ୢ and  ஘ܸୟ୮ୟୡ୲. 

Now we know the voltage,  ஘ܸୟ୮ୟୡ୲ and the current, ܫ஘ୟ୮ୟୡ୲ that each coil needs to be 

provided and the line‐to‐line voltage and the phase and the line currents can be calculated 

depending on how the coils are wired together.  
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Coil	wiring	configuration	

 

Figure 6. An example of coil wiring diagram. 

Each coil can be wired in any way as long as its relative phase relationship to the other 

coils is correctly maintained.  In this section, we consider a typical wiring scheme as an example, 

see Figure 6.  The figure shows a typical case with a 3 phase power supply.  For a complete cycle 

(2 poles), the required number of coils is 6 ൈ ୮ܰ୮୮୮.  In this example,  ୮ܰ୮୮୮ ൌ 2 and the coils 

that are in the same pole and the same phase (that are also physically next to each other) are in 

parallel (for example, coils #1 and #2).  But the coils that are in the different phases are 

connected in series (for example, coils #1 and #3).  Each group of coils between 2 phases per 

cycle contains 2ൈ ୮ܰ୮୮୮ coils or 4 coils in this example.  2 coils (one in the first pole and 

another in the second pole) are connected in series and  ୮ܰ୮୮୮ coils are in parallel.  The groups 

of the 2ൈ ୮ܰ୮୮୮ coils are connected in series.  The number of groups between 2 phases is 
ே౦౥ౢ౛౩

ଶ
.  

The final line‐to‐line voltage is: 

  ୐ܸ୐ ൌ 2 ൈ
ே౦౥ౢ౛౩

ଶ ஘ܸୟ୮ୟୡ୲ ൌ ୮ܰ୭୪ୣୱ ஘ܸୟ୮ୟୡ୲,  [23] 

and the phase current is: 

01

02

04

03

05

06

07

08

10

09

11

12

A

B

C



29 
 

  ୮ܫ ൌ ୮ܰ୮୮୮ܫ஘ୟ୮ୟୡ୲.  [24] 
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Part‐III	Transport	effects	(End	effects)	
In the part‐III of the present work, a simple 1‐D model (pump axial dimension) of an ALIP 

is developed and the end effect is analytically calculated based on the work described in the 

part‐I and part‐II. 

Modeling	the	ALIP	in	1‐D	
In this model, an ݎ െ ߠ െ  coordinate is employed.  The pump axis is set as the z axis ݖ

(Figure 1).  The varying applied current, ܫ஘ୟ୮ሺݐ,  ሻ is applied to the coils surrounding the annularݖ

duct and the core.  The length of the pump is ܮ୮ so that there are 2 boundaries, one at 

ݖ ൌ െଵ

ଶ
ݖ ୮ and another atܮ ൌ

ଵ

ଶ
  .component ߠ ୮.  The applied current is assumed to have onlyܮ

In the core, an axial magnetic flux, ߔୡሺݐ,  ሻ is produced by the applied current (and resultingݖ
induced current).  The magnetic flux is assumed to have only z component.  The magnetic flux 

in the core then induces the induced current, ܫ஘୧୬ୢሺݐ,   .ሻ in the working fluid in the annular ductݖ
The induced current is also assumed to have only ߠ component.  Because of the spatial 

variation of the magnetic flux in the core, the radial magnetic field strength, ܤ୰ୟሺݐ,  ሻ exists inݖ
the annular duct region.  Although the radial magnetic field changes with r, assuming the 

thickness of the annular duct is small compared with the ID or OD of the duct, we may assume 

that ܤ୰ୟሺݐ,  .ሻ is only a function of time and axial locationݖ

 

Figure 1. Schematic of the pump model. 

The applied traveling current wave may be expressed as, see eq. [1] of part‐I:  

  ,ݐ஘ୟ୮ሺ′ܫ ሻݖ ൌ ݐ஘ୟ୮୮୩exp݅ሺെ߱′ܫ ൅  .ሻݖ݇ [1] 

The total traveling current wave in the pump, ܫ′஘୲୭୲ሺݐ,  ሻ is the sum of the induced currentݖ

waves and the applied current wave, see eq. [4] of part‐I: 

Pump (core & coils)

Working fluid

Flow direction

Pump duct

CL
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  ,ݐ஘୲୭୲ሺ′ܫ ሻݖ ൌ ,ݐ஘୧୬ୢሺ′ܫ ሻݖ ൅ Δܫ′஘୧୬ୢሺݐ, ሻݖ ൅ ,ݐ஘ୟ୮ሺ′ܫ  ,ሻݖ [2] 

From the continuity of the magnetic flux (see eq. [17] of the part‐I),  

  ௥௔ܤ ൌ െ
ଵ

௟౗౗౬౛

డః೎
ப௭

,  [3] 

where ݈ୟୟ୴ୣ is the average circumference of the air gap.  From Ampere’s law:  

  ∑ θk୩ܬ୩ߤ ൌ θtotܬ୶ߤ ൌ
raܤ߲
ݖ∂

.  [4] 

Since there are several different components (represented by k, for example, in this work we 

assumed that the annular air gap consists of the following 3 components: air gap, working fluid, 

and the duct walls) in the annular air gap, the overall effect from the circumferential current 

flowing in each component may be added as shown in the above equation.  In the equation 

above, ߤ୩ is the permeability of and ܬఏ୩ is the circumferential current density in each 

component.  Also an infinitesimal current in the air gap flowing in the circumferential direction 

is expressed as ݀ܫఏ୩ ൌ ݖఏ୩݀′ܫ ൌ  where ߬୩ is the thickness of the component in the air ݖఏ୩߬୩݀ܬ

gap, which are assumed constant over the pump.  By introducing a subscript x to represent the 

summed quantity of all the components in the gap, the equation above can be rewritten as: 

  ஘୲୭୲′ܫ ൌ
߬x
xߤ

డ஻౨౗
ப௭

.  [5] 

We will discuss how to set ߤ୶ and ߬୶ later.  Substituting eq.[2] and eq. [3] into eq. [5] gives: 

  െ ఛ౮
ఓ౮݈aave

ܿߔ2߲
2ݖ߲

ൌ θind′ܫ ൅ Δܫ′θind ൅  .θap′ܫ [6] 

Also from eq. [34] and eq. [39] of the part‐I, the induced current waves can be expressed as: 

  ஘୧୬ୢ′ܫ ൅ Δܫ′஘୧୬ୢ ൌ െሺ1 ൅ iሻݓ
߬fఙ౜
௟౜౗౬౛

ቀ డ
డ௧
൅ ௙ݒ

డ

డ௭
ቁߔୡ.  [7] 

Substituting eq. [7] into eq. [6] gives: 

  െ ఛ౮
ఓ౮݈aave

ܿߔ2߲
2ݖ∂

ൌ െሺ1 ൅ ୧ሻݓ
ఛ౜ߪf
݈fave

ቀ ߲
ݐ߲
൅ ݂ݒ

߲

ݖ߲
ቁ cߔ ൅  ,θap′ܫ [8] 

where: ݓ୧ ൌ
ఛ౭
ఛ౜

౭ߪ
fߪ

݈fave
݈wave

௩౩
୼௩

 (see the part‐I).   

Also from Figure 3 of the part‐II: 

  ஘ୟ୮ܫ ൌ ஘ୡ୭୧୪ܫ ൅  .஘୲୭୲ܫ [9] 

With eq. [14] of the part‐I, the applied current may be converted to the linear current density of 

the applied current as: 
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  ஘ୟ୮′ܫ ൌ
ଷே౪౫౨౤౩ே౦౦౦౦

௟౦౦
ሺܫ஘ୡ୭୧୪ ൅  ,஘୲୭୲ሻܫ [10] 

and substituting eq. [10] and eq. [12] both from the part‐II into the above equation gives: 

  ᇱ஘ୟ୮ܫ ൌ
ଵ

௟౦౦
 

  ൈ ቌ
݈pp
ߨ
ሺ1 ൅ ୤ߪiሻ݈ppݓ ቀ

݈aave
௟౜౗౬౛

ቁ
2
Δݒ ൬ ߨ

݈aave∙݈pp
൰
2
ୡ୮୩߬f݈faveexp݅ߔ ቀെ߱ݐ ൅ ݖ݇ ൅ ߰െ ߨ

2
ቁ

൅ߔߨୡ୮୩࣬݉aexp݅ሺെ߱ݐ ൅ ݖ݇ ൅ ߰ሻ
ቍ.  [11] 

Introducing: 

  ߁ ൌ
ଵ

௟౦౦
ൈ ൥ቆ

݈pp
ߨ
ሺ1 ൅ ୤ߪiሻ݈ppݓ ቀ

݈aave
௟౜౗౬౛

ቁ
2
Δݒ ൬ ߨ

݈aave∙݈pp
൰
2
߬f݈faveቇ

ଶ

൅ ሺ݉࣬ߨaሻଶ൩

ଵ/ଶ

 

  ൌ
ଵ

௟౦౦
aሺ1݉࣬ߨ ൅  .ଶሻଵ/ଶߙ [12] 

 :ᇱ஘ୟ୮ can be expressed asܫ

  ᇱ஘ୟ୮ܫ ൌ ݐୡ୮୩exp݅ሺെ߱ߔ߁ ൅  .ሻݖ݇ [13] 

Note that ߔୡ୮୩ in the above equation is the constant, independent of time, ݐ and space, ݖ as 

defined by eq. [16] in the part‐I, in which the infinitely long pump was discussed.  In this part 

(part‐III), the magnetic flux in the center core itself, ߔୡ is not assumed as a simple periodic 

function of ݐ and ݖ to include the end effects so that ߔୡ ് ݐexp݅ሺെ߱	ୡ୮୩ߔ ൅ ݖ݇ ൅ ߰ሻ. 

Eq. [8] can now be rearranged as: 

 
డఃౙ
డ௧

ൌ ଵ

ଵାݓi

௟౜౗౬౛
߬fఙ౜

߬x
x௟౗౗౬౛ߤ

డమః೎
డ௭మ

െ ௙ݒ
డఃౙ
డ௭

൅
ଵ

ଵାݓi

௟౜౗౬౛
߬fఙ౜

ݐୡ୮୩exp݅ሺെ߱ߔ߁ ൅  .ሻݖ݇ [14] 

By introducing: 

  ܦ ൌ
ଵ

ଵାݓi

௟౜౗౬౛
߬fఙ౜

߬x
x௟౗౗౬౛ߤ

,  [15] 

  ܰ ൌ  ,݂ݒ [16] 

  ߉ ൌ
1

1൅௪౟

݈fave
ఛ౜ߪf

 ,cpkߔ߁ [17] 

eq. [14] becomes a second order partial differential equation (PDE) for the magnetic flux, 

,ݐୡሺߔ  :ሻ asݖ

 
డఃౙ
డ௧

ൌ ܦ
డమః೎
డ௭మ

െ ܰ
డఃౙ
డ௭

൅ ݐexp݅ሺെ߱߉ ൅  ,ሻݖ݇ [18] 
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which is mathematically same as a convection‐diffusion equation with a periodic source term.  

Note that for the regions outside the pump where no applied current exist,	߉ ൌ ஘ୟ୮′ܫ) 0 ൌ 0).   

Solving	the	differential	equation	
By following the standard method to solve a PDE (such as Ref. 5), we assume that the 

magnetic flux in the center core has a form of: 

  ,ݐୡଶሺߔ ሻݖ ൌ  .ሻݐሻexp݅ሺെ߱ݖୡଶ୸ሺߔ [19] 

Substituting above equation into eq. [18] converts the PDE into an ordinary differential 

equation (ODE) for ߔୡଶ୸ሺݖሻ as: 

  ܦ
ௗమఃౙమ౰
ௗ௭మ

െ ܰ
డఃౙమ౰
డ௭

൅ ୡଶ୸ߔ݅߱ ൌ െ߉exp݅ሺ݇ݖሻ.  [20] 

First we obtain the homogeneous solution for the above ODE.  The homogeneous ODE is: 

  ܦ
ௗమఃౙమ౰౞
ௗ௭మ

െ ܰ
డఃౙమ౰౞
డ௭

൅ ୡଶ୸୦ߔ݅߱ ൌ 0.  [21] 

The characteristic equation is: 

  ଶ߯ܦ െ ܰ߯ ൅ ߱݅ ൌ 0.  [22] 

The solutions are given as: 

  ߯ ൌ
ேേ√ேమିସ஽ఠ௜

ଶ஽
,  [23] 

or:  

  ߯ ൌ
ேേሺ௉ିொ௜ሻ

ଶ஽
,  [24] 

so that: 

  ሺܲ െ ܳ݅ሻଶ ൌ ܰଶ െ  ,݅߱ܦ4 [25] 

which gives: 

  ܲଶ െ ܳଶ ൌ ܰଶ ൐ 0, and  [26] 

  ܲܳ ൌ ߱ܦ2 ൐ 0.  [27] 

By solving the above equations for ܲ and ܳ, it follows that: 

  ߯ଵ ൌ
ேାሺ௉ିொ௜ሻ

ଶ஽
 and ߯ଶ ൌ

ேିሺ௉ିொ௜ሻ

ଶ஽
,  [28] 

where: 
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  ܲ ൌ േ൬
ඥேరାସሺଶ஽ఠሻమାேమ

2
൰
ଵ/ଶ

,  [29] 

  ܳ ൌ േ൬
ඥܰ4൅4ሺ2߱ܦሻ2െܰ2

ଶ
൰
1/2

.  [30] 

By inspecting these solutions, it is apparent that either positive or negative sign of eq. [29] and 

eq. [30] does not change the characteristics of eq. [28] (the solution requires that both need to 

be with the same sign from eq. [27] and ܲ ൐ ܳ from eq. [26]).  So we take the positive sign: 

  ܲ ൌ ൬
ඥேరାସሺଶ஽ఠሻమାேమ

2
൰
ଵ/ଶ

,  [31] 

  ܳ ൌ ൬
ඥܰ4൅4ሺ2߱ܦሻ2െܰ2

ଶ
൰
1/2

.  [32] 

The homogeneous solution is: 

  ሻݖୡଶ୸୦ሺߔ ൌ ܿଶଵexpሺ߯ଵݖሻ ൅ ܿଶଶexpሺ߯ଶݖሻ.  [33] 

Now we obtain the non‐homogeneous solution for the ODE.  The non‐homogeneous ODE is: 

  ܦ
ௗమఃౙమ౰౤
ௗ௭మ

െ ܰ
డఃౙమ౰౤
డ௭

൅ ୡଶ୸୬ߔ݅߱ ൌ െ߉exp݅ሺ݇ݖሻ.  [34] 

A solution of the form of: 

  ୡଶ୸୬ߔ ൌ  ,ሻݖexp݅ሺ݇ܭ [35] 

is assumed (Ref. 5).  Substituting eq. [35] into eq. [34] yields: 

  ଶ݇ܦሾܭ ൅ ሺ݇ܰ െ ߱ሻ݅ሿ ൌ  ,߉ [36] 

so the non‐homogeneous solution is given as: 

  ୡଶ୸୬ߔ ൌ  ,ሻݖexp݅ሺ݇ܭ [37] 

where: 

  ܭ ൌ
௸ൣ஽௞మାሺ௞ேିఠሻ௜൧

ሺ஽௞మሻమାሺ௞ேିఠሻమ
.  [38] 

The solution for ߔୡଶ୸ is then given as: 

  ሻݖୡଶ୸ሺߔ ൌ ܿଶଵexpሺ߯ଵݖሻ ൅ ܿଶଶexpሺ߯ଶݖሻ ൅  ,ሻݖexp݅ሺ݇ܭ [39] 

and ߔୡଶ is: 

  ,ݐୡଶሺߔ ሻݖ ൌ ሾܿଶଵexpሺ߯ଵݖሻ ൅ ܿଶଶexpሺ߯ଶݖሻ ൅  ,ሻݐሻሿexp݅ሺെ߱ݖexp݅ሺ݇ܭ [40] 
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where: 

  ߯ଵ ൌ
ேାሺ௉ିொ௜ሻ

ଶ஽
,  [41] 

  ߯ଶ ൌ
ேିሺ௉ିொ௜ሻ

ଶ஽
,  [42] 

  ܭ ൌ
௸ൣ஽௞మାሺ௞ேିఠሻ௜൧

ሺ஽௞మሻమାሺ௞ேିఠሻమ
,  [43] 

and ܿଶଵ and ܿଶଶ are the constants of integration to be determined from the boundary conditions. 

For outside the pump, ߉ ൌ 0.  Also the magnetic structures do not exist outside the 

pump and we may assume that: 

1. The relative effects of duct walls to the working fluid diminish, since the relative 

volume of the working fluid is larger than that of the duct wall outside the pump:  

  ୧ݓ ≪ 1,  [44] 

2. The air gap and the fluid thickness are considered equal, since all the volume 

inside the duct is occupied by the working fluid:  

  ߬୤ ≅ ߬୶,  [45] 

3. Similarly, the circumference of the air gap and that of the fluid thickness are 

considered equal:  

  ݈୤ୟ୴ୣ ≅ ݈ୟୟ୴ୣ,  [46] 

so that: 

  ୭ܦ ൌ
ଵ

xఙ౜ߤ
,  [47] 

also depending on the cross sectional area of the duct outside the pump, the velocity of the 

working fluid outside the pump may be different from that inside the pump duct so that: 

  ୭ܰ ൌ  ,foݒ [48] 

where subscript o indicates outside the pump.  Now the PDE becomes: 

 
డఃౙ
డ௧

ൌ ୭ܦ
డమఃౙ
ப௭మ

െ ୭ܰ
డఃౙ
డ௭

,  [49] 

and a solution with a periodic boundary condition prescribed at ݖ ൌ െ
ଵ

ଶ
ݖ ୮ forܮ ൏ െ

ଵ

ଶ
 ୮ is givenܮ

as (Ref. 6): 

  ,ݐୡଵሺߔ ሻݖ ൌ ܿଵexp ቄቀ
ே౥
ଶ஽౥

൅
௉౥
ଶ஽౥

ቁ ቀݖ ൅
ଵ

ଶ
୮ቁܮ ൅ ݅ ቂെ߱ݐ െ

ொ౥
ଶ஽౥

ቀݖ ൅
ଵ

ଶ
 ୮ቁቃቅܮ
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  ൌ ܿଵexp ቄ߯୭ଵ ቀݖ ൅
ଵ

ଶ
୮ቁቅܮ exp݅ሺെ߱ݐሻ,  [50] 

where: 

  ୭ܲ ൌ ቌ
ටே౥

రାସሺଶ஽౥ఠሻమାே౥
మ

2
ቍ

ଵ/ଶ

,  [51] 

  ܳ୭ ൌ ቌ
ටே౥

రାସሺଶ஽౥ఠሻమିே౥
మ

2
ቍ

ଵ/ଶ

,  [52] 

  ߯୭ଵ ൌ
ே౥ାሺ௉౥ିொ౥௜ሻ

ଶ஽౥
,  [53] 

which satisfies a periodic boundary condition of ܿଵexp݅ሺെ߱ݐሻ at ݖ ൌ െ
ଵ

ଶ
   .୮ܮ

Another solution with a periodic boundary condition prescribed at ݖ ൌ
ଵ

ଶ
ݖ ୮ forܮ ൐

ଵ

ଶ
 ୮ isܮ

given as: 

  ,ݐୡଷሺߔ ሻݖ ൌ ܿଷexp ቄቀ
ே౥
ଶ஽౥

െ
௉౥
ଶ஽౥

ቁ ቀݖ െ
ଵ

ଶ
୮ቁܮ ൅ ݅ ቂെ߱ݐ ൅

ொ౥
ଶ஽౥

ቀݖ െ
ଵ

ଶ
 ୮ቁቃቅܮ

  ൌ ܿଷexp ቄ߯୭ଶ ቀݖ െ
ଵ

ଶ
୮ቁቅܮ exp݅ሺെ߱ݐሻ,  [54] 

where: 

  ߯୭ଶ ൌ
ே౥ିሺ௉౥ିொ౥௜ሻ

ଶ஽౥
,  [55] 

which satisfies a periodic boundary condition of ܿଷexp݅ሺെ߱ݐሻ at ݖ ൌ
ଵ

ଶ
   .୮ܮ

Now we have: 

  ,ݐୡଵሺߔ ሻݖ ൌ ܿଵexp ቄ߯୭ଵ ቀݖ ൅
ଵ

ଶ
୮ቁቅܮ exp݅ሺെ߱ݐሻ,  [56] 

  ,ݐୡଶሺߔ ሻݖ ൌ ሾܿଶଵexpሺ߯ଵݖሻ ൅ ܿଶଶexpሺ߯ଶݖሻ ൅  ,ሻݐሻሿexp݅ሺെ߱ݖexp݅ሺ݇ܭ [57] 

  ,ݐୡଷሺߔ ሻݖ ൌ ܿଷexp ቄ߯୭ଶ ቀݖ െ
ଵ

ଶ
୮ቁቅܮ exp݅ሺെ߱ݐሻ,  [58] 

 
డ

డ௭
,ݐc1ሺߔ ሻݖ ൌ ܿ1߯o1exp ቄ߯o1 ቀݖ ൅

1

2
pቁቅܮ exp݅ሺെ߱ݐሻ,  [59] 

 
డ

డ௭
,ݐc2ሺߔ ሻݖ ൌ ൣܿ21߯1exp൫߯1ݖ൯ ൅ ܿ22߯2exp൫߯2ݖ൯ ൅  ,ሻݐሻ൧exp݅ሺെ߱ݖexp݅ሺ݇݅݇ܭ [60] 

 
డ

డ௭
,ݐc3ሺߔ ሻݖ ൌ ܿ3߯o2exp ቄ߯o2 ቀݖ െ

1

2
pቁቅܮ exp݅ሺെ߱ݐሻ,  [61] 
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and ߔୡଵሺݐ, ,ݐୡଶሺߔ ሻ andݖ  ሻ, andݖ
డ

డ௭
,ݐc1ሺߔ  ሻ andݖ

డ

డ௭
,ݐc2ሺߔ ݖ ሻ connect atݖ ൌ െ

ଵ

ଶ
,ݐୡଶሺߔ ୮ andܮ  ሻݖ

and ߔୡଷሺݐ,  ሻ, andݖ
డ

డ௭
,ݐc2ሺߔ  ሻ andݖ

డ

డ௭
,ݐc3ሺߔ ݖ ሻ connect atݖ ൌ

ଵ

ଶ
 ,୮ with 4 unknowns, ܿଵ, ܿଶଵ, ܿଶଶܮ

and ܿଷ.  The continuities of the spatial derivative of the magnetic flux is in fact the continuity of 

the radial magnetic flux density at the boundaries.  The relationships are given as: 

  ୡଵߔ ቀݐ, െ
ଵ

ଶ
୮ቁܮ ൌ ୡଶߔ ቀݐ, െ

ଵ

ଶ
 ,୮ቁܮ [62] 

  ୡଶߔ ቀݐ,
ଵ

ଶ
୮ቁܮ ൌ ୡଷߔ ቀݐ,

ଵ

ଶ
 ,୮ቁܮ [63] 

 
߲

ݖ߲
c1ߔ ቀݐ, െ

1

2
pቁܮ ൌ

߲

ݖ߲
c2ߔ ቀݐ, െ

1

2
 ,pቁܮ [64] 

 
߲

ݖ߲
c2ߔ ቀݐ,

1

2
pቁܮ ൌ

߲

ݖ߲
c3ߔ ቀݐ,

1

2
 .pቁܮ [65] 

By solving these 4 equations, 4 unknowns, ܿଵ, ܿଶଵ, ܿଶଶ, and ܿଷ are determined as: 

  ܿଶଵ ൌ
ሺఞ౥మିఞమሻሺఞ౥భି௞௜ሻୣ୶୮ቂ

భ
మ
௅౦ሺఞమି௞௜ሻቃିሺఞ౥భିఞమሻሺఞ౥మି௞௜ሻୣ୶୮ቂି

భ
మ
௅౦ሺఞమି௞௜ሻቃ

ሺఞ౥మିఞభሻሺఞ౥భିఞమሻୣ୶୮ቂି
భ
మ
௅౦ሺఞమିఞభሻቃିሺఞ౥మିఞమሻሺఞ౥భିఞభሻୣ୶୮ቂ

భ
మ
௅౦ሺఞమିఞభሻቃ

 ,ܭ [66] 

  ܿଶଶ ൌ
ሺఞ౥భିఞభሻሺఞ౥మି௞௜ሻୣ୶୮ቂି

భ
మ
௅౦ሺఞభି௞௜ሻቃିሺఞ౥మିఞభሻሺఞ౥భି௞௜ሻୣ୶୮ቂ

భ
మ
௅౦ሺఞభି௞௜ሻቃ

ሺఞ౥మିఞభሻሺఞ౥భିఞమሻୣ୶୮ቂି
భ
మ
௅౦ሺఞమିఞభሻቃିሺఞ౥మିఞమሻሺఞ౥భିఞభሻୣ୶୮ቂ

భ
మ
௅౦ሺఞమିఞభሻቃ

 ,ܭ [67] 

  ܿଵ ൌ ܿଶଵexp ቀെ
ଵ

ଶ
୮߯ଵቁܮ ൅ ܿଶଶexp ቀെ

ଵ

ଶ
୮߯ଶቁܮ ൅ exp݅ܭ ቀെ

ଵ

ଶ
 ,୮݇ቁܮ [68] 

  ܿଷ ൌ ܿଶଵexp ቀ
ଵ

ଶ
୮߯ଵቁܮ ൅ ܿଶଶexp ቀ

ଵ

ଶ
୮߯ଶቁܮ ൅ exp݅ܭ ቀ

ଵ

ଶ
 .୮݇ቁܮ [69] 

From the magnetic flux, ߔୡ, the radial magnetic fields strength, ܤ୰ୟ can be obtained from eq. [3], 

the induced current density in the working fluid, ܬ஘ can also be obtained from eq. [4].  By 

substituting the expression for ܤ୰ୟ in ࡮ and that of ܬ஘ in ࢐୧୬ୢ of eq. [60] of the part‐I, an 

expression for the developed pressure gradient, 
ௗࡼ

ௗ௭
 may be obtained.  The, using the first 

relationship shown in eq. [63] of the part‐I, the developed pressure can be calculated by 

numerically integrating the developed pressure gradient.   

Infinitely	long	pump	case	
  For the infinitely long pump case, ߔୡଵ and ߔୡଷ do not exist.  For ߔୡଶ to exist, 

limܮp→∞ c2ߔ ൌ ∞c2ߔ ് േ∞, which requires both ܿଶଵ and ܿଶଶ to be zero.  As a result: 

  ,ݐୡଶஶሺߔ ሻݖ ൌ ݐexp݅ሺെ߱ܭ ൅  .ሻݖ݇ [70] 

By substituting eq. [38], this can be calculated as: 

  ୡଶஶߔ ൌ
௸

ඥሺ஽௞మሻమାሺ௞ேିఠሻమ
exp݅ ቀെ߱ݐ ൅ ݖ݇ െ arctan ቂ

௞ேିఠ

஽௞మ
ቃቁ 
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  ൌ
2൯݇ܦ൫/߉

ඨ1൅ቀ߱െ݇ܰ
2݇ܦ

ቁ
2
exp݅ ቀെ߱ݐ ൅ ݖ݇ ൅ arctan ቂ߱െ݇ܰ

2݇ܦ
ቃቁ  [71] 

Note that: 

  ଶ݇ܦ ൌ
ଵ

ଵାݓi

௟౜౗౬౛
߬fఙ౜

߬x
x௟౗౗౬౛ߤ

൬ ߨ
݈pp
൰
ଶ
ൌ

௞∆௩

ఈ

0ߤ
xߤ

߬x
߬a

ଵ

c2ܥ
,  [72] 

  ߱ െ ݇ܰ ൌ ߱ െ ୤݇ݒ ൌ  ,ݒ∆݇ [73] 

so that: 

 
ఠି௞ே

஽௞మ
ൌ c2ܥ

xߤ
0ߤ

߬a
߬x
 ,ߙ [74] 

and: 

  ୡଶஶߔ ൌ 1
࣬݉a

݈pp
ߨ

c2ܥ
xߤ
0ߤ

߬a
߬x

ඨଵା൬ܥc2
xߤ
0ߤ

߬a
߬x
ఈ൰

మ
ᇱ஘ୟ୮୮୩exp݅ܫ ൬െ߱ݐ ൅ ݖ݇ ൅ arctan ൤ܥc2

xߤ
0ߤ

߬a
߬x
 ൨൰ߙ [75] 

From eq. [16] of the part‐I: 

  ୡߔ ൌ ݐexp݅ሺെ߱	ୡ୮୩ߔ ൅ ݖ݇ ൅ ߰ሻ,  [76] 

and substitute eq. [31], eq. [9], eq. [10], and eq. [48], all from the part‐I into the above 

equation: 

  ୡߔ ൌ
1

࣬݉a

݈pp
ߨ

ଵ

√ଵାఈమ
ݐᇱ஘ୟ୮୮୩exp݅ሺെ߱ܫ	 ൅ ݖ݇ ൅ arctanሾߙሿሻ,  [77] 

which is the equivalent expression for ߔୡ from the part‐I.  By comparing the eq. [75] and eq. 

[77] above, it is clear that the method developed in the part‐III to include the transport effects 

is consistent with the result from the part‐I of the present work, which is only valid for the 

infinitely long pump case.  Also in order to correctly reflect the effects represented by ܥୡଶ
ఓ౮
ఓబ

ఛ౗
ఛ౮
 

(that is due to presence of multiple components in the air gap discussed earlier), ߤ୶ ൌ  ଴ andߤ
߬୶ ൌ  .ୡଶ߬ୟܥ
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Part‐IV	Calculation	procedures	
In the part‐IV of the present work, procedures to design an ALIP and to calculate its 

performance using the model described in the part‐I through part‐III is explained.   

Design	calculation	procedure	

Input	parameters	
Net developed pressure: Δ ୬ܲ 

Nominal flow rate: ܳ 

Nominal slip: ݏ ൌ ௩౩ି௩౜
௩౩

 

Pump length: ܮ୮ 

Duct OD: ܱୢܦ 

  Duct wall thickness (outside) : ୢݐ୓ 

  Duct wall thickness (inside) : ୍ୢݐ 

  Gap between duct OD and stator ID: ୢݐୱ୲ 

  Gap between core OD and core containment ID : ݐୡୡୡ 

Core allowable magnetic flux density: ܤୡ୫ୟ୶ 

Stator allowable magnetic flux density: ܤୱ୲୫ୟ୶ 

Core loss:  ୡܹ୪୭ୱୱ 

Number of poles:  ୮ܰ୭୪ୣୱ 

Number of coils per pole per phase:  ୮ܰ୮୮୮ 

Drive frequency: ݂ୢ ୰ 

Line‐to‐line voltage:  ୐ܸ୐ 

Number of layers of winding in a coil:  ୡܰ୭୧୪୪ୟ୷ୣ୰ 

Coil allowable current density: ܬୡ୭୧୪୫ୟ୶ 
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Calculating	various	major	parameters	

1. Pole pitch: ݈୮୮ ൌ
௅౦

ே౦౥ౢ౛౩
 

2. Wave number: ݇ ൌ గ

௟౦౦
 

3. Angular velocity: ߱ ൌ ୢ݂ߨ2 ୰ 

4. Synchronous velocity: ݒୱ ൌ
ఠ

௞
   Make sure it does not come too close to the 

maximum sodium velocity allowed. 

5. Fluid velocity: ݒ୤ ൌ ሺ1 െ  ୱݒሻݏ
6. Slip velocity: Δݒ ൌ ୱݒ െ  ୤ݒ

Determining	the	duct	and	air	gap	dimensions	

7. Flow passage area: ܣ୤ ൌ
ொ

௩౜
 

8. Duct ID: ୢܦܫ ൌ ୢܦܱ െ  ୓ୢݐ2

9. Core containment OD: ܱܦୡୡ ൌ ටୢܦܫ
ଶ െ 4 ஺౜

గ
 

10. Core containment ID: ܦܫୡୡ ൌ ୡୡܦܱ െ  ୍ୢݐ2
11. Core OD: ܱܦୡ ൌ ୡୡܦܫ െ  ୡୡୡݐ2
12. Stator ID: ܦܫୱ୲ ൌ ୢܦܱ ൅  ୱ୲ୢݐ2
13. Fluid thickness: ߬୤ ൌ ୢܦܫ െ  ୡୡܦܱ

14. Average fluid diameter: ݀୤ ൌ
ூ஽ౚାை஽ౙౙ

ଶ
 

15. Average fluid circumference: ݈୤ୟ୴ୣ ൌ  ୤݀	ߨ
16. Air gap thickness: ߬ୟ ൌ ୱ୲ܦܫ െ  ୡܦܱ

17. Average air gap diameter: ݀ୟ ൌ
ூ஽౩౪ିை஽ౙ

ଶ
 

18. Average air gap circumference: ݈ୟୟ୴ୣ ൌ  ୟ݀ߨ
19. Effective duct wall parameters: ߬୵ ߪ୵ ݈୵ୟ୴ୣ 

20. Duct wall factor: ݓ୧ ൌ
ఛ౭
ఛ౜

౭ߪ
fߪ

݈fave
݈wave

௩౩
୼௩
  Part‐I, eq. [39] 
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Figure 1. ALIP schematic image showing various parameters. 

Determining	the	fluid	dynamic	pressure	loss	
21. Reynolds number: ܴ݁ 
22. Friction factor 

23. Friction loss 

24. Contraction loss 

25. Expansion loss 

26. Fluid dynamic pressure loss: Δ ୪ܲ୭ୱୱ 

Determining	the	actual	applied	voltage	

27. Actual applied voltage per coil:  ஘ܸୟ୮ୟୡ୲ ൌ
௏ైై

ே౦౥ౢ౛౩
   Part‐II, eq. [23] 

28. Peak value for the actual applied voltage per coil:  ஘ܸୟ୮ୟୡ୲୮୩ ൌ √2 ஘ܸୟ୮ୟୡ୲ 

Adjustment	in	the	developed	pressure	
29. Assign net developed pressure: Δ ୬ܲୢୣ୴ 

29.1. Gross developed pressure: Δܲ ൌ Δ ୬ܲୢୣ୴ ൅ Δ ୪ܲ୭ୱୱ  

29.2. Developed pressure per pole: Δ ୮ܲ୮ ൌ
୼௉

ே౦౥ౢ౛౩
  

Core ID

Core OD

Core containment OD

Duct ID

Duct OD

Stator tooth width

Stator slot width

Stator ID

Pole pitch

is set so that 
these areas are not 
saturated
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Calculating	the	peak	magnetic	field	strength	in	the	air	gap	and	flux	in	the	core	

29.3. Peak radial magnetic flux density: ܤ୰ୟ୮୩ ൌ ට
ଶ୼௉౦౦
௟౦౦ఙ౜୼௩

௟౜౗౬౛
௟౗౗౬౛

  Part‐I, eq. [63] 

29.4. Peak magnetic flux in the center core: ߔୡ୮୩ ൌ
௟౦౦
గ
݈ୟୟ୴ୣܤ୰ୟ୮୩  Part‐I, 

eq. [21] 

Determining	the	core	dimensions	

29.5. Core cross sectional area: ܣୡ ൌ
ఃౙ౦ౡ
஻ౙౣ౗౮

 

29.6. Core ID: ܦܫୡ ൌ ටܱܦୡ
ଶ െ 4 ஺ౙ

గ
 Make sure the value exists, if not, stop 

calculation.  Suggest increasing the pump duct diameter. 

Determining	the	stator	dimensions	
29.7. Assign the initial stator tooth ratio: ݓ୲୭୭୲୦∗ ൌ 0.5 

29.7.1. Check if stator tooth is not saturated: ܤ୰ୟ୮୩ ൏ ∗୲୭୭୲୦ݓ ൈ   ?ୱ୲୫ୟ୶ܤ

If saturated, increase the tooth ratio until it is OK.  If ݓ୲୭୭୲୦∗ ൐
 .୲୭୭୲୦∗୫ୟ୶, stop calculation.  Suggest increasing the pump lengthݓ

29.7.2. Stator tooth width: ݓ୲୭୭୲୦ ൌ ∗୲୭୭୲୦ݓ ൈ
௟౦౦

ଷே౦౦౦౦
 

29.7.3. Stator slot width: ݓୱ୪୭୲ ൌ
௟౦౦

ଷே౦౦౦౦
െ  ୲୭୭୲୦ݓ

Calculating	the	magnetic	reluctance	of	the	air	gap	
29.7.4. Carter constant: ܥୡଵ 
29.7.5. Carter coefficient: ܥୡଶ 

29.7.6. Magnetic reluctance of the air gap: ࣬௠ୟ ൌ
గఛ౗∙஼ౙమ

ఓబ∙௟౦౦௟౗౗౬౛
  Part‐I, eq. [29] 

Calculating	various	electrical	parameters	

29.7.7. Factor: ߙ ൌ ሺ1 ൅ ୧ሻݓ
ఛ౜ߪf
௟౜౗౬౛

ଵ

࣬೘౗
Δݒ  Part‐I, eq. [49] 

29.7.8. Factor: ߚୡ ൌ
ߙ

√ଵାߙమ
  Part‐I, eq. [48] 

29.7.9. Phase angle: ߶ ൌ െarctan ቀ
ଵ

ߙ
ቁ   Part‐I, eq. [52] 

29.7.10. Phase angle: ߰ ൌ ߶ െ
గ

ଶ
   Part‐I, eq. [44] 

29.7.11. Conductor width: ݓୡ୭୬ୢ ൌ
௪౩ౢ౥౪

ேౙ౥౟ౢౢ౗౯౛౨
 

29.7.12. Assign the initial core loss per pole:	 ୡܹ୪୭ୱୱ୮୮ ൌ 0 

29.7.12.1. Assign the initial peak value for the induced voltage per 

coil:  ୧ܸ୬ୢ୮୩ ൌ ஘ܸୟ୮ୟୡ୲୮୩ 
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Calculating	the	coil	parameters	

29.7.12.1.1. Number of turns per coil:  ୲ܰ୳୰୬ୱ ൌ
௏౟౤ౚ౦ౡ
ఠఃౙ౦ౡ

  Part‐II, eq. [8] 

29.7.12.1.2. Current: ܫୡ୪୭ୱୱ୮୩ ൌ
ௐౙౢ౥౩౩౦౦

ଷே౦౦౦౦ൈ
భ
మ
௏౟౤ౚ౦ౡ

  Part‐II, eq. [6] 

29.7.12.1.3. Current: ܫ஘ୡ୭୧୪୮୩ ൌ
ሺଵା௪౟ሻ

భ
మ
௟౦౦ߪf൬

೗౗౗౬౛
݈fave

൰
మ
୼௩஻౨౗౦ౡ

మఛ౜௟౜౗౬౛௩౩

ଷே౦౦౦౦ൈ
భ
మ
௏౟౤ౚ౦ౡ

 Part‐II, 

eq. [9] 

29.7.12.1.4. Current: ܫ஘୲୭୲୮୩ ൌ
rapk࣬݉a݈aave௟౦౦ܤ
ଷൈே౪౫౨౤౩ൈே౦౦౦౦

  Part‐II, eq. [11] 

29.7.12.1.5. Phase angle: ߦ ൌ െtan ൬
θtotpkܫ

ூഇౙ౥౟ౢ౦ౡାூౙౢ౥౩౩౦ౡ
൰  Part‐II, eq. 

[14] 

29.7.12.1.6. Phase angle: Δߠଵ ൌ ߦ െ ߰ ൅ గ

ଶ
  Part‐II, eq. [15] 

29.7.12.1.7. Current: ܫ஘ୟ୮ୟୡ୲୮୩ ൌ ට൫ܫఏୡ୭୧୪୮୩ ൅ ୡ୪୭ୱୱ୮୩൯ܫ
ଶ
൅ θtotpkܫ

ଶ

  Part‐II, eq. [16] 

29.7.12.1.8. Conductor cross sectional area: ܵୡ୭୬ୢ ൌ
ூಐ౗౦౗ౙ౪౦ౡ
௃ౙ౥౟ౢౣ౗౮

 

29.7.12.1.9. Conductor height: ݄ୡ୭୬ୢ ൌ
ௌౙ౥౤ౚ
௪ౙ౥౤ౚ

 

29.7.12.1.10. Coil resistance from the geometry: ܴ୮୰୧ 

29.7.12.1.11. Coil reactance from the geometry: ܺ୮୰୧ 

29.7.12.1.12. Phase angle: Δߠଶ ൌ arctan ൬
௏౟౤ౚ౦ౡୱ୧୬కିூಐ౗౦౗ౙ౪౦ౡ௑౦౨౟
௏౟౤ౚ౦ౡୡ୭ୱకାூಐ౗౦౗ౙ౪౦ౡோ౦౨౟

൰ െ ߦ

  Part‐II, eq. [20] 

29.7.12.1.13. Back‐calculate the peak value for the induced voltage per 

coil:  ୧ܸ୬ୢ୮୩ from  ஘ܸୟ୮ୟୡ୲୮୩  Part‐II, eq. [18] 

29.7.12.1.14. Check if  ୧ܸ୬ୢ୮୩ is converged.  If not, go back to step 

29.7.12.1.1 

29.7.12.2. Slot opening area: ܵୱ୪୭୲ ൌ ܵୡ୭୬ୢ ୲ܰ୳୰୬ୱ 

29.7.12.3. Slot opening height: ݄ୱ୪୭୲ ൌ
ௌ౩ౢ౥౪
௪౩ౢ౥౪

 

29.7.12.4. Stator height: ݄ୱ୲ ൌ
ఃౙ౦ౡ
஻౩౪ౣ౗౮

ൈ ଵ

గூ஽౩౪
൅ ݄ୱ୪୭୲ 

29.7.12.5. Calculate the core loss per pole:  ୡܹ୪୭ୱୱ୮୮ ൌ ݂ሺ ୡܹ୪୭ୱୱሻ 

29.7.12.6. Check if  ୡܹ୪୭ୱୱ୮୮ is converged.  If not, go back to step 

29.7.12.1.1 

Calculating	the	overall	pump	size	
29.7.13. Overall pump diameter:  
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Calculating	the	overall	pump	efficiency	

29.7.14. Power per coil:  ୡܲ୭୧୪୰ୣ ൌ
ଵ

ଶ ஘ܸୟ୮ୟୡ୲୮୩ܫ஘ୟ୮ୟୡ୲୮୩cosሺߦ ൅ Δߠଶሻ 

29.7.15. Total power input:  ୮ܲ ൌ 3 ୮ܰ୮୮୮ ୮ܰ୭୪ୣୱ ୡܲ୭୧୪୰ୣ 

29.7.16. Efficiency: ߟ୮ ൌ
୼௉౤ொ

௉౦
 

29.7.17. Check if ߟ୮ is maximum.  If maximum, go to 29.8, if not, modify 

the stator tooth ratio: ݓ୲୭୭୲୦∗. 
29.7.18. Check if ݓ୲୭୭୲୦∗ is in the good range (ex: 0.25‐0.75).  If OK, go back 

to step 29.7.1, if not, go to 29.8. 

29.8. Total phase current: ܫ୮ ൌ
ூಐ౗౦౗ౙ౪౦ౡ

√2 ୮ܰ୮୮୮   Part‐II, eq. [24]. 

29.9. Phase angle: ߦ ൅ Δߠଶ. 

Calculating	the	end	effect	
29.10. Coefficient: ߁ ൌ

ଵ

௟౦౦
aሺ1݉࣬ߨ ൅  .ଶሻଵ/ଶ  Part‐III, eq. [12]ߙ

29.11. Coefficient: ܦ ൌ
ଵ

ଵାݓi

௟౜౗౬౛
߬fఙ౜

߬x
x௟౗౗౬౛ߤ

   Part‐III, eq. [15]. 

29.12. Coefficient: ܰ ൌ   ݂ݒ Part‐III, eq. [16]. 

29.13. Coefficient: ߉ ൌ
1

1൅௪౟

݈fave
ఛ౜ߪf

 ,cpkߔ߁ Part‐III, eq. [17]. 

29.14. Coefficient: ܲ ൌ ൬
ඥேరାସሺଶ஽ఠሻమାேమ

2
൰
ଵ/ଶ

,   Part‐III, eq. [31]. 

29.15. Coefficient: ܳ ൌ ൬
ඥܰ4൅4ሺ2߱ܦሻ2െܰ2

ଶ
൰
1/2

  Part‐III, eq. [32]. 

29.16. Coefficient: ߯ଵ ൌ
ேାሺ௉ିொ௜ሻ

ଶ஽
   Part‐III, eq. [28]. 

29.17. Coefficient: ߯ଶ ൌ
ேିሺ௉ିொ௜ሻ

ଶ஽
   Part‐III, eq. [28]. 

29.18. Coefficient: ܭ ൌ
௸ൣ஽௞మାሺ௞ேିఠሻ௜൧

ሺ஽௞మሻమାሺ௞ேିఠሻమ
   Part‐III, eq. [38]. 

29.19. Constants: ܿଵ, ܿଶଵ, ܿଶଶ, and ܿଷ:   Part‐III, eqs. [66]‐[69] 

29.20. Axial magnetic flux distribution: ߔୡ 

29.21. Radial magnetic flux distribution: ܤ୰ୟ   Part‐III, eq. [3] 

29.22. Circumferential induced current density distribution: ܬ஘  Part‐III, eq. [4] 

29.23. Developed pressure gradient: 
ௗ௉

ௗ௭
  Part‐I, eq. [60] 

29.24. New gross developed pressure including the end effect: Δ ୥ܲୢୣ୴  From 

numerical integration of 
ௗ௉

ௗ௭
  

29.25. Update the net developed pressure: Δ ୬ܲୢୣ୴ ൌ Δ ୥ܲୢୣ୴ െ Δ ୪ܲ୭ୱୱ 

29.26. Check if Δ ୬ܲ ൌ Δ ୬ܲୢୣ୴ is achieved.  If not, Δ ୬ܲୢୣ୴ ൌ Δ ୬ܲୢୣ୴ ൅
ሺΔ ୬ܲ െ Δ ୬ܲୢୣ୴ሻ and go back to step 29.1. 

30. End of calculation.   
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Performance	calculation	procedure	

Input	parameters	
Nominal flow rate: ܳ 

Pump length: ܮ୮ 

Duct OD: ܱୢܦ 

  Duct wall thickness (outside) : ୢݐ୓ 

  Duct wall thickness (inside) : ୍ୢݐ 

  Gap between duct OD and stator ID: ୢݐୱ୲ 

  Gap between core OD and core containment ID : ݐୡୡୡ 

Core allowable magnetic flux density: ܤୡ୫ୟ୶ 

Stator allowable magnetic flux density: ܤୱ୲୫ୟ୶ 

Core loss:  ୡܹ୪୭ୱୱ 

Number of poles:  ୮ܰ୭୪ୣୱ 

Number of coils per pole per phase:  ୮ܰ୮୮୮ 

Drive frequency: ݂ୢ ୰ 

Line‐to‐line voltage:  ୐ܸ୐ 

Number of layers of winding in a coil:  ୡܰ୭୧୪୪ୟ୷ୣ୰ 

Coil allowable current density: ܬୡ୭୧୪୫ୟ୶ 

Calculating	various	major	parameters	

1. Pole pitch: ݈୮୮ ൌ
௅౦

ே౦౥ౢ౛౩
 

2. Wave number: ݇ ൌ గ

௟౦౦
 

3. Angular velocity: ߱ ൌ ୢ݂ߨ2 ୰ 

4. Synchronous velocity: ݒୱ ൌ
ఠ

௞
   Make sure it does not come too close to the 

maximum sodium velocity allowed. 

5. Flow passage area: ܣ୤ ൌ
గ

ସ
൫ୢܦܫ

ଶ െ ୡୡܦܱ
ଶ൯ 

6. Fluid velocity: ݒ୤ ൌ
ொ

஺౜
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7. Slip velocity: Δݒ ൌ ୱݒ െ  ୤ݒ

Calculate	the	duct	and	air	gap	dimensions	
8. Duct ID: ୢܦܫ ൌ ୢܦܱ െ  ୓ୢݐ2
9. Core containment OD: ܱܦୡୡ  Given 
10. Core containment ID: ܦܫୡୡ ൌ ୡୡܦܱ െ  ୍ୢݐ2
11. Core OD: ܱܦୡ ൌ ୡୡܦܫ െ  ୡୡୡݐ2
12. Stator ID: ܦܫୱ୲ ൌ ୢܦܱ ൅  ୱ୲ୢݐ2
13. Fluid thickness: ߬୤ ൌ ୢܦܫ െ  ୡୡܦܱ

14. Average fluid diameter: ݀୤ ൌ
ூ஽ౚାை஽ౙౙ

ଶ
 

15. Average fluid circumference: ݈୤ୟ୴ୣ ൌ  ୤݀	ߨ
16. Air gap thickness: ߬ୟ ൌ ୱ୲ܦܫ െ  ୡܦܱ

17. Average air gap diameter: ݀ୟ ൌ
ூ஽౩౪ିை஽ౙ

ଶ
 

18. Average air gap circumference: ݈ୟୟ୴ୣ ൌ  ୟ݀ߨ
19. Effective duct wall parameters: ߬୵ ߪ୵ ݈୵ୟ୴ୣ 

20. Duct wall factor: ݓ୧ ൌ
ఛ౭
ఛ౜

౭ߪ
fߪ

݈fave
݈wave

௩౩
୼௩
  Part‐I, eq. [39] 

21. Core ID: ܦܫୡ ൌ ටܱܦୡ
ଶ െ 4 ஺ౙ

గ
 

Calculate	the	stator	dimensions	

22. Stator tooth width: ݓ୲୭୭୲୦ ൌ ∗୲୭୭୲୦ݓ ൈ
௟౦౦

ଷே౦౦౦౦
 

23. Stator slot width: ݓୱ୪୭୲ ൌ
௟౦౦

ଷே౦౦౦౦
െ  ୲୭୭୲୦ݓ

24. Slot opening height: ݄ୱ୪୭୲ ൌ
ௌ౩ౢ౥౪
௪౩ౢ౥౪

 

25. Stator height: ݄ୱ୲ ൌ
ఃౙ౦ౡ
஻౩౪ౣ౗౮

ൈ ଵ

గூ஽౩౪
మ ൅ ݄ୱ୪୭୲ 

Calculate	the	coil	parameters	
26. Conductor width: ݓୡ୭୬ୢ ൌ

௪౩ౢ౥౪

ேౙ౥౟ౢౢ౗౯౛౨
 

27. Conductor height: ݄ୡ୭୬ୢ ൌ
ௌౙ౥౤ౚ
௪ౙ౥౤ౚ

 

28. Coil resistance from the geometry: ܴ୮୰୧ 

29. Coil reactance from the geometry: ܺ୮୰୧ 

30. Core loss per pole:  ୡܹ୪୭ୱୱ୮୮ ൌ ݂ሺ ୡܹ୪୭ୱୱሻ 

Calculate	the	fluid	dynamic	pressure	loss	
31. Reynolds number: ܴ݁ 
32. Friction factor 
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33. Friction loss 

34. Contraction loss 

35. Expansion loss 

36. Fluid dynamic pressure loss: Δ ୪ܲ୭ୱୱ 

Calculate	some	parameters	
37. Carter constant: ܥୡଵ 
38. Carter coefficient: ܥୡଶ 

39. Magnetic reluctance of the air gap: ࣬௠ୟ ൌ
గఛ౗∙஼ౙమ

ఓబ∙௟౦౦௟౗౗౬౛
  Part‐I, eq. [29] 

40. Factor: ߙ ൌ ሺ1 ൅ ୧ሻݓ
ఛ౜ߪf
௟౜౗౬౛

ଵ

࣬೘౗
Δݒ  Part‐I, eq. [49] 

41. Factor: ߚୡ ൌ
ߙ

√ଵାߙమ
  Part‐I, eq. [48] 

42. Phase angle: ߶ ൌ െarctan ቀ
ଵ

ߙ
ቁ   Part‐I, eq. [52] 

43. Phase angle: ߰ ൌ ߶ െ
గ

ଶ
   Part‐I, eq. [44] 

44. Actual applied voltage per coil:  ஘ܸୟ୮ୟୡ୲ ൌ
௏ైై

ே౦౥ౢ౛౩
   Part‐II, eq. [23] 

45. Peak value for the actual applied voltage per coil:  ஘ܸୟ୮ୟୡ୲୮୩ ൌ √2 ஘ܸୟ୮ୟୡ୲ 

Determine	the	electrical	parameters	
46. Assign the initial peak value for the induced voltage per coil:  ୧ܸ୬ୢ୮୩ ൌ ஘ܸୟ୮ୟୡ୲୮୩ 

46.1. Peak magnetic flux in the center core: ߔୡ୮୩ ൌ
௏౟౤ౚ౦ౡ
ఠே౪౫౨౤౩

  Part‐II, eq. [8] 

46.2. Peak radial magnetic flux density: ܤ୰ୟ୮୩ ൌ
ଵ

௟౗౗౬౛

గ

௟౦౦
 ୡ୮୩ߔ Part‐I, eq. [20] 

46.3. Check if stator is not saturated: ܦܫߨୱ୲ሺ݄ୱ୲ െ ݄ୱ୪୭୲ሻ ൐
ఃౙ౦ౡ
஻౩౪ౣ౗౮

  If saturated, 

stop calculation. 

46.4. Check if stator tooth is not saturated: ܤ୰ୟ୮୩ ൏ ∗୲୭୭୲୦ݓ ൈ  ୱ୲୫ୟ୶  Ifܤ

saturated, stop calculation.   

46.5. Check if core is not saturated: ܣୡ ൐
ఃౙ౦ౡ
஻ౙౣ౗౮

 

Determine	the	actual	developed	pressure	

46.6. Developed pressure per pole: Δ ୮ܲ୮ ൌ
ଵ

ଶ
݈୮୮ߪf

௟౗౗౬౛
௟౜౗౬౛

Δܤݒ୰ୟ୮୩
ଶ Part‐I, eq. [63]  

46.7. Gross developed pressure: Δܲ ൌ ୮ܰ୭୪ୣୱΔ ୮ܲ୮ 

46.8. Net developed pressure: Δ ୬ܲ ൌ Δܲ െ Δ ୪ܲ୭ୱୱ 

46.9. Current: ܫୡ୪୭ୱୱ୮୩ ൌ
ௐౙౢ౥౩౩౦౦

ଷே౦౦౦౦ൈ
భ
మ
௏౟౤ౚ౦ౡ

  Part‐II, eq. [6] 

46.10. Current: ܫ஘ୡ୭୧୪୮୩ ൌ
ሺଵା௪౟ሻ

భ
మ
௟౦౦ߪf൬

೗౗౗౬౛
݈fave

൰
మ
୼௩஻౨౗౦ౡ

మఛ౜௟౜౗౬౛௩౩

ଷே౦౦౦౦ൈ
భ
మ
௏౟౤ౚ౦ౡ

 Part‐II, eq. [9] 
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46.11. Current: ܫ஘୲୭୲୮୩ ൌ
rapk࣬݉a݈aave௟౦౦ܤ
ଷൈே౪౫౨౤౩ൈே౦౦౦౦

  Part‐II, eq. [11] 

46.12. Phase angle: ߦ ൌ െtan ൬
θtotpkܫ

ூഇౙ౥౟ౢ౦ౡାூౙౢ౥౩౩౦ౡ
൰  Part‐II, eq. [14] 

46.13. Phase angle: Δߠଵ ൌ ߦ െ ߰ ൅ గ

ଶ
  Part‐II, eq. [15] 

46.14. Current: ܫ஘ୟ୮ୟୡ୲୮୩ ൌ ට൫ܫఏୡ୭୧୪୮୩ ൅ ୡ୪୭ୱୱ୮୩൯ܫ
ଶ
൅ θtotpkܫ

ଶ  Part‐II, eq. 

[16] 

46.15. Phase angle: Δߠଶ ൌ arctan ൬
௏౟౤ౚ౦ౡୱ୧୬కିூಐ౗౦౗ౙ౪౦ౡ௑౦౨౟
௏౟౤ౚ౦ౡୡ୭ୱకାூಐ౗౦౗ౙ౪౦ౡோ౦౨౟

൰ െ  ߦ Part‐II, eq. 

[20] 

46.16. Back‐calculate the peak value for the induced voltage per coil:  ୧ܸ୬ୢ୮୩ 

from  ஘ܸୟ୮ୟୡ୲୮୩ Part‐II, eq. [18] 

46.17. Check if  ୧ܸ୬ୢ୮୩ is converged.  If not, go back to step 46.1 

Calculating	the	overall	pump	size	
47. Overall pump diameter: 

Calculating	the	overall	pump	efficiency	

48. Power per coil:  ୡܲ୭୧୪୰ୣ ൌ
ଵ

ଶ ஘ܸୟ୮ୟୡ୲୮୩ܫ஘ୟ୮ୟୡ୲୮୩cosሺߦ ൅ Δߠଶሻ 

49. Total power input:  ୮ܲ ൌ 3 ୮ܰ୮୮୮ ୮ܰ୭୪ୣୱ ୡܲ୭୧୪୰ୣ 

50. Total phase current: ܫ୮ ൌ
ூಐ౗౦౗ౙ౪౦ౡ

√2 ୮ܰ୮୮୮   Part‐II, eq. [24]. 

51. Phase angle: ߦ ൅ Δߠଶ. 

52. Efficiency: ߟ୮ ൌ
୼௉౤ொ

௉౦
 

Calculating	the	end	effect	
53. Coefficient: ߁ ൌ

ଵ

௟౦౦
aሺ1݉࣬ߨ ൅  .ଶሻଵ/ଶ  Part‐III, eq. [12]ߙ

54. Coefficient: ܦ ൌ
ଵ

ଵାݓi

௟౜౗౬౛
߬fఙ౜

߬x
x௟౗౗౬౛ߤ

   Part‐III, eq. [15]. 

55. Coefficient: ܰ ൌ   ݂ݒ Part‐III, eq. [16]. 

56. Coefficient: ߉ ൌ
1

1൅௪౟

݈fave
ఛ౜ߪf

  ,cpkߔ߁ Part‐III, eq. [17]. 

57. Coefficient: ܲ ൌ ൬
ඥேరାସሺଶ஽ఠሻమାேమ

2
൰
ଵ/ଶ

,   Part‐III, eq. [31]. 

58. Coefficient: ܳ ൌ ൬
ඥܰ4൅4ሺ2߱ܦሻ2െܰ2

ଶ
൰
1/2

  Part‐III, eq. [32]. 

59. Coefficient: ߯ଵ ൌ
ேାሺ௉ିொ௜ሻ

ଶ஽
   Part‐III, eq. [28]. 

60. Coefficient: ߯ଶ ൌ
ேିሺ௉ିொ௜ሻ

ଶ஽
   Part‐III, eq. [28]. 

61. Coefficient: ܭ ൌ
௸ൣ஽௞మାሺ௞ேିఠሻ௜൧

ሺ஽௞మሻమାሺ௞ேିఠሻమ
   Part‐III, eq. [38]. 



51 
 

62. Constants: ܿଵ, ܿଶଵ, ܿଶଶ, and ܿଷ:   Part‐III, eqs. [66]‐[69] 

63. Axial magnetic flux distribution: ߔୡ 

64. Radial magnetic flux distribution: ܤ୰ୟ   Part‐III, eq. [3] 

65. Circumferential induced current density distribution: ܬ஘  Part‐III, eq. [4] 

66. Developed pressure gradient: 
ௗ௉

ௗ௭
  Part‐I, eq. [60] 

67. Gross developed pressure including the end effect: Δ ୥ܲୢୣ୴ From numerical 

integration of 
ௗ௉

ௗ௭
  

68. Net developed pressure: Δ ୬ܲ ൌ Δ ୥ܲୢୣ୴ െ Δ ୪ܲ୭ୱୱ 

69. End of calculation. 
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